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Construire des quoi ?

Théorème

Si D est une “catégorie différentielle”,
on peut construire une catégorie à
ressources Res(D).

← ici, une catégorie
← additive monoïdale
← avec stockage

Ce talk parle :

• de catégories !
• mais surtout de catégories à ressources

$ structure catégorique des jeux concurrents à pointeurs
$ interprètent le λ-calcul à resources



2/18

Construire des quoi ?

Théorème

Si D est une “catégorie différentielle”,
on peut construire une catégorie à
ressources Res(D).

← ici, une catégorie
← additive monoïdale
← avec stockage

Ce talk parle :

• de catégories !

• mais surtout de catégories à ressources
$ structure catégorique des jeux concurrents à pointeurs
$ interprètent le λ-calcul à resources



2/18

Construire des quoi ?

Théorème

Si D est une “catégorie différentielle”,
on peut construire une catégorie à
ressources Res(D).

← ici, une catégorie
← additive monoïdale
← avec stockage

Ce talk parle :

• de catégories !
• mais surtout de catégories à ressources

$ structure catégorique des jeux concurrents à pointeurs
$ interprètent le λ-calcul à resources



3/18

De quoi on parle ?
La sémantique des jeux en une slide

Idée principale :
étudier les interactions entre un programme et son contexte.

Contexte

�
Programme

w
3+ 5 = ?

3+ 5 = 8 :)

+ ?
int1 ?

3
int2 ?

5
8
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La sémantique des jeux en un peu plus qu’une slide

Arènes ←→ Types
(les règles du jeu)

Parties ←→ Exécutions
(une itération du jeu)

Stratégies ←→ Programmes
(un ensemble de parties)
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Arène (Types)

Définition

Une arène est A = 〈|A|,→A, polA〉 avec
• polA : |A| → {C,P}
• →A forestiale et alternante.

a

b c

d

Exemples

Arène bool

q

V F

Arène nat

q

0 1 2 . . .

Arène bool→ nat

q

0 1 2 . . .q

V F

Arène nat1 → nat2 → nat

q

0 1 2 . . .q2

0 1 2 . . .

q1

0 1 2 . . .
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Parties (exécutions)

Dans les jeux Hyland-Ong (HO) :

Définition

Une partie s dans une arène A est une suite alternante
d’événements de A, avec des pointeurs.

q q1 3 q2 5 8
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Stratégies (programmes) dans les jeux HO

Définition

Une stratégie est un ensemble de parties.
(déterministe, close par préfixe, ...)

q q1 3 q2 5 8 q q1 3 q2 4 7

q q1 3 q q1 3 q2 5 8 5 8
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Augmentations dans les jeux concurrents à pointeurs

Définition

Une augmentation p dans une
arène A est un sous-arbre épais
alternant d’événements de A,
avec des pointeurs et une
causalité →p
(et quelques conditions en plus).

q

q1

3 3

q2 q2

5

8

4

7
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Composition dans PCG

Comment composer r : nat→ bool avec p : bool→ bool ?

q q

q q

0 1

V V

q

q

V

q

V

V

Interaction r ~ϕ p

q

q

1

q

0

V

Composition r ◦ϕ p
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Stratégies (programmes) dans PCG

Définition

Une stratégie σ sur une arène A est σ : Aug(A)→ R+, qu’on écrit

σ =
∑

p∈Aug(A)

σ(p) · p

Définition

La composition de deux stratégies est la somme des compositions
des augmentations de leur support.

Si σ : A→ B et τ : B → C , on a

τ ◦ σ : A→ C .
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Catégories à ressources

Définition

Une catégorie à ressources est une SMC

• additive

• pour tout objet A, une bialgèbre (A, δA, εA, µA, ηA)

δA : A→ A⊗ A εA : A→ I

µA : A⊗ A→ A ηA : I → A

• et une identité pointée id•A : A→ A. (J’y reviens plus tard)
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λ-calcul

λ-calcul :

M,N, . . . = x | λx .M | MN

β-réduction :

(λx .M)N _β M[N/x ]

Exemples :

(λx .xx)y _β yy

(λx .xx)(λx .xx) _β (λx .xx)(λx .xx)
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Calcul à ressources

λ-calcul à ressources :

s, t, . . . = x | λx .s | 〈s〉[t1, . . . , tn]

β-réduction :

〈λx .s〉t̄ _β

∑
σ∈S

s[tσ(1)/x1, . . . , tσ(n)/xn]

Exemples :

〈λx .〈x〉[x ]〉[λx .〈x〉[x ], λx .〈x〉[x ]]

_β 2· (〈λx .〈x〉[x ]〉[λx .〈x〉[x ]])

_β 0
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Interprétation

Types :
((o → o) → (o → o) → o) → o
A qqq qq q

Termes :

λf (o→o)→(o→o)→o .f [λxo .x , λyo .y ] [λzo .f [ ] [ ] ]

((o → o) → (o → o) → o) → o
A

q
uuq

qq
ss {{q

zz q
zz

q

��

q
q

q
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Retour sur les catégories à ressources

L’identité pointée permet d’identifier les éléments qui ne
peuvent être appelé qu’une fois, ou qui n’appellent leurs éléments
qu’une seule fois.

id•A

δA

= id•A ηA + id•AηA

Ex. : id•A n’est pas duplicable

Définition

Un morphisme f : A→ B est pointé si id•B ◦ f = f .
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Catégories “différentielles”

On s’intéresse aux catégories
I additives
I monoïdales
I avec stockage : on a (!, dig, der,∆, e,∇, u)

! : C → C derA : !A→ A

∆A : !A→!A⊗!A eA : !A→ I

I et une codéreliction codA : A→!A

Remarque : derA ◦ codA = idA, mais pas l’inverse en général !
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La construction

Théorème

Si D est une “catégorie différentielle”, on peut construire une
catégorie à ressources Res(D).

Idée de la preuve :

Res(D)0 = D0

Res(D)[A,B] = D[!A, !B]

id•A = codA ◦ derA
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Conclusion(s)

1. Théorème : Si D est une “catégorie différentielle”, on peut
construire une catégorie à ressources Res(D).

2. La sémantique des jeux, c’est chouette ! �

3.

PCG

Λres

Res(D) D

Λdiff. . .

. . .

Merci !
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