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�� ���������	� ��� 
�� ��	������ ���	������ �� �������� � �������
�� � ������ ����� ���������
������� ������� ����� ��	������ ��� �� ������� ��������� �	��� ��	�� �	���� �
�� �� �����	� ���
 ��!"#� $�� ���%	� ������&
� �	
� ��	
'�� �� ���������	� �
� ��� 	��� ��� ��(%���� 
� 	���
���� �	�� > �
� ��� ������) ��� &
� s > t �	
� �%�&
� ��� � �������
�� s → t� ��� *���� ���
�����
�
� ��� �%����� ����
���'� +��% *������� ��+*��) ����	
��� ��� ,���%	���-  ,��".#) �	�� �� 	����
� ������/����	�) �	��������� �'�� ��� �	���(��� �� ��� �
�����
��	��� 0� ��� 	�� �
1����) �	
� � ����
	����) � '���/�� &
� �� ������ ��
�%� � �	
�� ����� � ��
���	� ��� �
�����
� �
 ������ �	��� ���
	���� 	�� ��
���� ������������&
�� ������������� 2 ��� �(�����) �� ��	����� � ��'	�� �� �� ���������	�
�
� ��� /�� �
� 
�� ������
�� /��� ��
� 3��� ��	
'�� �� 
�������� 
� �+* ��� ������� �	� �	
���
�� ���	���� 4  567"# �	
� 
�� ��������	� � ��� ��	���������
��� 	���� �	������� ��� ������ �� �	����8��� ��� �	������ ��
�� �������) �
�� �� ����� �� �	
�9
������ ��������� ��� ������ ��
'��� 3��� �	������� �	�� �� ��� �	�������� �	��� �� �
���9���������
9 	� ����� ��	�� �	��� �
���9�������� �
� ��� �%����� �:+*� 9 �	�� ��(��	����%�&
����� ��� �� ��� �
��	��� ��(��	����%�&
� �
� ��� �%����� ��+*�) 	
 ���	�� �� �	������� ��� �
( ����	�%�� ����������
��+* �'�� ����
���
�� �	�����
��	� � ��� ������� ��� 
�� ���
'� �;����'� � �� �	��� �	����	� � :+*) �	��� 
� �����

 ����
� �� �	����
���	�� 0�
���'�� ��0��� ����� ���
'� � ��� '���/�� ��� �	&  ���<=) �	&#� �� ���
�������� 4 CoLoR) �� �����	�%�&
� �	& ���� 4 �� �������
�� �� 4 �� ���������	�  �	�#� ����� ���
'�
��� ������ ��� �� ���� 	> ���� ����� ��� 	����
� ��� ���������	� �
� �� �%�	����� ��
� ������
(
��������� ������� �'	�� �����	� ?�� @��� ��� �	
��� �A< ������ � �	&�) ������ �� �����
�� �(��
��'�����
�
� �� ��
���	�� �����&
���� @�/�) ���� ��&
���� �	��� ��
�� ���
����� ������������� �� ��������'���
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� :+* �� �� ���� &
� ��� �
���9��������� /��� 	�� ��� �������� �	�� ����������� �	
� �� ������	� �
���� �	�� �
(9�3��� ����������� �	
� ��	��� �
���9��������� 6	��� �����/����	� � :+* ��� ��������
��� �� ���� 	> ��� ������ &
� �	
� �	�����	�� �� �	�� ��� �������������� ��	� �� �� ������
�� /����
��� ������� �� �
��	�� �
�
� ���9��&
�� �� �� ��� ���
��
�� �	��� �
��� �� �����	� . ��� �	������� 4
�� �����/����	� ��� �� �0� �� �	��	�� ���� 2 �������������) �	��� �	����	� �� ��
���	� ���� �	����
�� �����	� A ������ �� �
���9��������� /��� �� � ��	��� �
���9��������� ,��� �� �����	� =) 	� �/���
:+* �� 	� ��	
'� �� �	��� �	����	�� @� �����	� ?) �	
� �������	�� ��� ���'�
( �	���(�� 4 �����
��
� �'��� � �	���
���

�� ���� ������
��

�	�� (A, <) 
� �������� �
�� �
�� ������	� �������� �� �	��� �	����	� � �� ������	� < ����
�����'���� �� �	��	� ����	���������� 0��
���'�����) 
� ������� a � A ��� ���������� �	
� �� ������	� <)
�� &
� ��	� �	�� (acc< x)) �� �� ��
������ �� �	
�� �%�E�� ��������� �	����8��� ��� x ��� /����
,��� �� ����
� �� �	����
���	��) ���� ���(����� 4 ����� �
�� �/����	� ��
���'� ����������� �B�) 4
��&
���� ��� ���	��� �� �������� ���
���	� �.� 2

∀y : A, y < x → (acc< y)
(acc< x) �B�

(acc< x) (∀y : A, y < x → (P y)) → (P x)
(P x) �.�

��� �������� ������
( �	�� ���������� �����������) �� &
� �	
���� �� ��� � ���� � �� �/����	� ���
�9
��'� �B�� @� �� &
� �	������ �� �������� ���
���	�) �� ������ � ��	
'�� &
�
� ������� P ��� '���/�
��� 
� ������� x) �	
� ��%��	�%��� (acc< x)) �� 
�������� �	��� %��	�%��� ���
���	� �� ���� &
� P
��� '���/� ��� �	
� ������� y �������
� 4 x�

�� ������	� < ��� ���� �	��� �� �� ��
������ �� �	
�� �%�E�� ��������� ��� /���) �����949��� ��
�� ��
������ �� �	
� ������� � A ��� ����������� *� �/��� ����� �� ������� WF 2

(WF <) := ∀x : A, (acc< x) �A�

*� �� �
�� �� '������ 
 �������� ��
����� ��	 ��
�	 �
�'���) ��� �� ��� 	> �� ������	� < ���
���� �	��� 2

∀x : A, (∀y : A, y < x → (P y)) → (P x)
∀x : A, (P x) �=�

�� ���� ����
������

���� ������	
�	��	� �
��

�	�����	�� 
� ���	F� (A,∼A)) 	> A ��� 
� �������� �� ∼A 
�� ������	� ��&
�'������ �
� A�
6	
� �
��	���	�� ��� &
� ����� ������	� ��� ������� 2

∀a, b : A, (a ∼A b) ∨ ¬(a ∼A b)

$� �
���9�������� M � A ��� 
�� ���������	� � A ��� ���������� �� ������� ���
����) �	���9
����� �'�� �� ������	� ∼A� @��� ��
�� 	�� 
�� ���������	� &
	����� M/ ∼A � A/ ∼A ��� IN � +	
�
�	
� ������� a � A) �������� M(a) ��� ������ �
���������� � a ��� M � *� �� &
�
� ������� a ��� ���

B.



$�� +��
'� @;����'� � �� 5	��� G	����	� � :+*

M ) �� �� �
���������� ��� �	� �
���� H
�� ��
� 
� �	���� /�� � ������� �	
�	 ∼A 	�� 
�� ����� �	�
�
��� ��� M/ ∼A) 	� �� &
� M ��� /��� *� �	�'���� � ����������� �	
� �
���9�������� /�� �� �������
/�
��� ����� 	
���� ���	���� �� ������ � �%��
� � ��� ��������) �
���� � �	�� &
� �� �
�����������
+�� �(�����) M = {{1, 1, 5, 5, 5, 6, 6, 7}} ��� �� �
���9�������� 
 ���	F� (IN, =) �� ������� ���
9
���� �/�� ��� 2 M(1) = 2) M(5) = 3) M(6) = 2) M(7) = 1) �� M ���� �� '���
� �
��� ����	
� �����
���

��� �
���9��������� /��� 	�� ��� ��������� ��� �� �0� ��� I	��	����  I	�<=#� ��� �
( �	
�9�����	��
A�B �� A�. �	�� ��������� 4 ��� �����	�%�&
�� �	&) &
� �	
� �'	�� ���������� �	�/��� �� �	��������
��� �� ���� � �	��� ��
��

���
��
� 	��� 
�� �/����	� �(�	����&
� � �� �	��	� � �
���9�������� /��) 	�� �� ������� ���
���
�� �	%������ �� �	������ &
� ��� ������ /���� �� �	�����
��� 
� �	���� ����� �(�	��������	� �	��	���
�� ������
���� ��� 	������	�� 
��	� �� �;������) �� �
���9�������� '�� ∅ �� 
�� ������	� ��&
�'������
∼mul� �� ���� &
� ��� �
���9��������� �	���� /��� ���(����� ��J�� �
 �������� ���
���	� �
�'���) 	>
P ��� 
� ������� �
� ��� �
���9��������� 2

(P ∅) (∀M : (Multiset A))(∀a : A) (P M) → (P M ∪ {{a}})
∀M : (Multiset A) (P M)

�?�

0� ��� 4 �	��� &
� �� ���� Multiset ��� ��������� ��� ���������� � ���� A� ,��� �	
�� �� �
��� � ���
�������) ��� �
���9��������� �	������� ���	�� /��� 2 �	
� 	�����	�� 	�� � �� ���������

K ������ � ��� �/����	�� �(�	����&
��) � �	
'��
( 	������
�� �	�� ���
��� ����	
��� �� �'�����
��	������� ��������� @� ������
����) 4 ������ �
�� �	����	� insert &
� �L	
�� 
� ������� 4 
� �
���9
��������) ��� �/��� 
�� �	����	� � �	�'����	� list2multiset) &
� ������	��� ���
���'����� �%�&
�
����� �� 
� �
���9�������� �� �������� �� �3�� ��� �� �
���9�������� ���
����� � �� ������	�����	�
� �� &
�
��

6	
� �'	�� �L	
�� �� �	����	� multiset2list &
� �	����
�� 
�� ����� 4 ������ �
� �
���9�������� M ���
��
���	� �
� M ��������� ?�) �� �	
� �'	�� ��	
'� &
� (list2multiset (multiset2list M)) ∼mul M �

���� ����	 ��� �	� ������	
�	��	� �
��

�	�����	�� ���������� 
�� �	
'���� ������	� ������� >A �
� �� ���	F� (A,∼A)� ����� ������	�
��
�� 
�� ������	� >mul,>A �
� ��� �
���9��������� � A) �/��� ��� ��
���	� � �� ������� �
�'���� 2

M ∼mul Z ∪ X N ∼mul Z ∪ Y ¬(X ∼mul ∅)
(∀y : A, y ∈ Y → ∃x : A, x ∈ X ∧ x >A y)

M >mul,>A N

6	�	�� <A �� <mul,>A ��� ������	�� �������&
�� � >A �� >mul,>A � *� ��	���� ��� ���
����� �
�'���� 2

����� � &� <A 	�� ��������	 ��� A� ����� <mul,>A 	�� ��������	 ��� '������	� ()*

6	
� ��������	�� �� ���
���� �
�'���) ��
� �������) &
� �	
� �'	�� �L	
�� 4 �� �����	�%�&
� �(������� 2

����� � &��� M � �����"	�	���	 ��� A* &�++���� ��	 �
∀a : A, a ∈ M → (∀a1, a2 : A, a2 >A a1 → a1 >A a → a2 >A a)

(����� +��� ���� �����"	�	���	� M1, M2 �
M2 >mul,>A M1 → M1 >mul,>A M → M2 >mul,>A M

�� ����� ��� 
���� �	
� ������� �� ���
����� � ��������'��� ��� ��
���	� ���
��
����� �
� ��� ��������
� ����������) �	��� �	
� �� ���	�� ��� �� �
����
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@� �
��	���� &
� �� ������	� >A ��� ��������'�) 	� ��
� �	����� &
� >mul,>A ��� �� ��M�
�� ��������'�
� �� ������	� >red,>A �/��� ��� 2

M ∼mul Z ∪ {{a}} N ∼mul Z ∪ Y (∀y : A, y ∈ Y → a >A y)
M >red,>A N

����� � &� <A 	�� ��������	� ����� +��� ���� �����"	�	���	� M 	� N ��� A � M >mul,>A N ↔
M(>red,>A)+N

����	�
 �� ���
'� �	
���� ��� �� �����	�%�&
� �	& �(������� 
������ 
�� %��	�%��� � ����������
∀a, b : A, (a >A b) ∨ ¬(a >A b) �	� ���'���� 4 ��	
'�� ��� �� ��� &
� �	
� ��������� �:+* �
�
��� ������ 
 ������� 	����� :��� �� ����) ����� %��	�%��� ��
� 3��� �;������ �� ��������� ��� ��
���������� � ∼A) &
� ����� �L4 �(���� ��� �� ����� 
 �'��	�������� 6	
� �'	�� �	�/� �� �����
�� �� ����� �

����� � ���� ���� �����"	�	���	 M ��� A� �� ���� ����	� 
	 M 	�� ���	�����	 +��� �� �	�����
<A� ����� M 	�� ���	�����	 +��� �� �	����� <mul,>A *

$�� ���
'� ��
���'� N������9����	�N � �� ����� � ��� ��	�	��� ��� 5
�%%	��-) ��������� ��� 6���	�
���  6��7"# �� ��������� �� �	& ��� I	��	����� 6	
� �'	�� �L	
�� �
( �����	�%�&
�� �	& �� ��	������
������	&
� 2

����� � ���� ���� �����"	�	���	 M ��� A� �� M 	�� ���	�����	 +��� �� �	����� (<red,>A)+� �����
���� ����	� 
	 M 	�� ���	�����	 +��� �� �	����� <A*

����	�
 ����� ���
'� �� ���� ��� ��
���	� �
� ��%��	�%��� ��������������) ���	� �� �������� �.�� *�
	�� ����� ��	
'�� &
� �	
� ������� �
� �
���9�������� M ��� ���������� �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

∀N : (MultisetA), N(<red,<A)+M → ∀n : A, n ∈ N → (acc<A n) �

�	�� m 
� ������� � M � +�	
'�� &
� m ��� ���������� �	
� <A) ������ �� �/����	� B) ��'����
4 ��	
'�� &
� �	
� n ��� &
� n <A m ��� ����������� ���� ��������� �� �����&
��� ��%��	�%��� ���
�9
��	� �� ������� �	
� N �� �
���9�������� 	����
 �� ������8��� ��� M 
�� 	��
����� � m ��� n� �

:����	��	�� � ��
� &
�
�� �	���&
���� �������� 
 ����� = ��� &
� �� ������	� (<red,>A)+ �
�
��� �
���9��������� ��� ���� �	��� �� &
� �� ������	� <A �
� ���������� � ���� ��� ���� �	����

���� ����	 ������	
�	��	 ��� �	� ����	�

6	��� ��
� �	����� �
� ��� ������ 
 ������� 	���) �� ��� ������ ����� �	�� ��� �� ����	���
�	����	����� �����&
�� 4 �� ����� � ��
�� ���
����� �'	�� �� �����	� =�B�) �	
� �	���� ���
���������
�	�
��� 4 �	�'����� ��	��� �
� ��� �
���9��������� 4 
�� ������	� �
� ��� ������� O����) ����� 	��� 
�
���	F� (A,∼A) �
�� � �� ������	� �	��� >A) �/����	�� 
�� ������	� �>A �
� ��� ������ ���������
� A ��� 2

�>A := λ l, l′ : (list A). (list2multiset l) <mul, >A (list2multiset l′)

6	
� ��������	�� �� ������� ���
 
� ���
���� ���������� ��
� ������� &
� �� ��������'��� � �>A )
�	
� 
�� %��	�%��� ��
� ������ &
� �� ��������'��� � �� ������	� >A�

�����  &��� l �	 ����	 
�����	�� 
	 A* &�++���� ��	 �

B=
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∀a : A, a ∈ l → (∀a1, a2 : A, a <A a1 → a1 <A a2 → a <A a2)
(���� �

∀l1, l2 : (list A), l �>A l1 → l1 �>A l2 → l �>A l2*

����	�
 �� ����� ��� 
�� ���	��
����	� 
 ����� .� �

��� ������ �
�'���� �	�� ��� ���
����� ���� �	
� ��	
'�� �� �	��� �	����	� � :+*�

����� � &�++���� ��	 �� �	����� >A ���� ��������	* ���� ����	 ����	 l 
�����	�� 
	 A� ��
(list2multiset l) 	�� ���	�����	 +�� �� �	����� (<red,<A)+� ����� l 	�� ���	�����	 +�� �� �	����� �>A *

����	�
 �� ������	� >A ����� ��������'�) (<red,<A)+ ��� �&
�'������ 4 <mul, >A � 0� �
1� 	�� �
�	����� �� ���
���� �	
� ����� ������� ������	�� 0� ��	'���� 
 ���� &
� �	
� �	
�� �	����	� f �� �	
��
������	� <) �� (f x) ��� ���������� ��� <) ��	�� x ��� ���������� ��� (f−1 <) ����� ��� ��	
'� ��� ���
�����	�%�&
�� ������ �	&�� �

�� ����� �
�'��� ������� �� ��	������ ������	&
��

����� � &�++���� ��	 �� �	����� >A 	�� ��������	* ���� ����	 ����	 l 
�����	�� 
	 A� �� l 	��
���	�����	 +�� �� �	����� �>A � ����� (list2multiset l) 	�� ���	�����	 +�� �� �	����� (<red,<A)+*

����	�
 ����������) <mul, >A ��� ������� ��'���� � �>A � +�� 
�� ����	�%� ����	�
� 4 �����

 ����� ��������) �	
� 	�������	�� &
� �	
� �	
� �
���9�������� M ) �� (multiset2list M) ���
���������� ��� �>A ) ��	�� M ��� ���������� ��� <mul, >A ) 	�� ��� (<red,<A)+� :��� ���� �� ������
��� � �	���
��) ��� �� ����� l ����� ���) �� �������) ����� 4 (multiset2list (list2multiset l)))� �� �	����	�
list2multiset ������� ��� ��L����'�) �	� ��'���� ��� 
�� ������	� �	� �	����	������� +�� �
���) 	� 
������
�� ����� �
�'��� 2

����� � &��	� (L,�) 	� (M, <) 
	� 	�	���	� ���� 
	 �	������ �����	� 	� ���� �	 �	�����
r : L → M → Prop �	��	 ��	 �

(∀l : L) (∀M, M ′ : M) (r l M) → M ′ < M → (∃l′ : L) (r l′ M ′) ∧ l′ � l *
(���� � (∀l : L) (∀M : M) (r l M) → (acc� l) → (acc< M)

����	�
 �� ���
'� �� ���� ��� ��
���	� �
� (acc� l)� �

�� ���
'� 
 ����� " �� ���� ��	�� �� �����&
��� �� ����� 7 �'�� L = (list A)) M = (Multiset A))
r = λl, M. M ∼mul (list2multiset l)� ��%��	�%��� 
 ����� 7 ��� ���������� �� �%	�������� l′ =
(multiset2list M ′)� �

����� �� &�++���� <A ��������	* ���� ����	 ����	 l 
�����	�� 
	 A� �� ���� ����	� 
	 l 	��
���	�����	 +��� �� �	����� <A� ����� l 	�� ���	�����	 +��� �� �	����� �>A *

����	�
 ,� �� ��������'��� � <A) 	� �
�� ���&
�'������ � �� ������	� >mul,>A �� � �� ��M�
��
��������'� � >red,>A ������ A�� +�� �
���) ������ �� ����� =) (list2multiset l) ��� ���������� ���
(<red,<A)+� �� ���
���� �� �
�� 
 ����� !� �

����� �� &�++���� <A ��������	* ���� ����	 ����	 l 
�����	�� 
	 A� �� l 	�� ���	�����	 +��� ��
�	����� �>A � ����� ���� ����	� 
	 l 	�� ���	�����	 +��� �� �	����� <A*

����	�
 @��� ��� ����	�
� 4 �� ���������) ���� ���	�� �
� ��� ������ ? �� "� �

@�/�) �� ����� �
�'���) 	�� �� ���
'� ��� ��������) ���� �	
'��� 
������ ��� �� �
��� 2

����� �� &��	� l1 	� l2 
	�, ����	� 
�����	�� 
	 A� �	��	� ��	 l1 �<A l2* ���� ���� ����	� a1


	 l1� �� 	,���	 � ����	� a2 
	 l2 �	� ��	 a1 ≤A a2*

B?
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�� ���� ����
������ ��� �� 	��
�� �����

:+* ��� 
�� ������	� ������� �
� ��� ������ 
 ������� 	���� ����� ������	� � ��� ����	
��� ���
,���%	���-  ,��".# �	
� ��	
'�� �� ���������	� � �������� � �������
���

���� �	��	� �� ��	��	� ����	

�	���� 
� �������� F � ����	��� �	����	�����) �
�� �
�� ������	� ��������'� ���� �	��� <F ) ��
X 
� �������� � �	�� � '��������� �� ���� term �� ������ 
 ������� 	��� �
� �� ������
�� F
��
� 3��� �/�� ��
���'����� � �� ������� �
�'���� 2

term : Set :=
V ar : X → term |
App : F → (list term) → term.

	> �� ���� list ��� �/�� � �� ��8	� 
�
���� 2

(list term) : Set :=
nil : (list term) |
cons : term → (list term) → (list term).

,��� �� �
���) �	
� 
�������	�� ��� �	����	�� ������/��� ��9���	
� 2
P (s1, . . . , sn) �	
� (cons s1(. . . (cons sn nil) . . .))
P {{s1, . . . , sn}} �	
� (list2multiset (cons s1(. . . (cons sn nil) . . .)))�
P f(s1, . . . , sn) �	
� (App f (cons s1(. . . (cons sn nil) . . .))
P x �	
� (V ar x)
P V ars(s) �	
� ���������� �� '�������� &
� ������������ ��� �� ����� s�
P s ∈ ss �	
� �(������ &
� s ��� 
� ������� � �� ����� ss�

$� �������� ���
���	� ���	��� �
 ���� term ��
� 3��� ����� ��� �� ����� �
�'����) ��� ��&
���� P
��� 
� ������� �
� term 2

∀x : X, P (V ar x)
∀f : F, ∀ss : (list term), (∀si : term, si ∈ ss → (P si)) → (P f(ss))

∀s : term, (P s)
�Q�

�� �������� ��	
�� ������������ 
 ����� �
�'��� 2

����� �� &��� P � +��
���� ��� �	� �	��	�* &��� �	� -.+��-/�	�

'�) ∀x : X, P (V ar x)

'��) ∀f : F, ∀ss : (list term), (∀si : term, si ∈ ss → (P si)) → (P f(ss))

� +	�� +����	� ��	 ∀n : nat, ∀s : term, |s| = n → (P s) �0 |s| 
���1	 �� �����	 
� �	��	 s� ��	�� 2

��	 �	 ����	 
	 �.����	� ������	�� �++�������� 
�� s*

����	�
 @� �����&
��� �� �������� �=� 4 ��	��� ������ %����
�� �
� ��� ������� ���
����) 	� ��	���
��� ��
���	� �
� �� ������ n 
 ����� s� �� s ��� 
�� '�������) ��%��	�%��� ��� �������&
�� �� s ��� �
�� �	��� s = f(ss)) �� ���
���� ��	
�� � ��%��	�%��� ���� �� 
 ���� &
� �� ������ � �	
� �	
�9�����
������� � s ��� �������
�� 4 n� �

BQ
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���� ���
����
 �	 ���

��*��� :
���9�������� �
� ��� �%����� MPO ��	�� ��� <MPO� ��� 
�� ������	� �
� ��� ������
�/��� ��
���'����� ��� ��� A ������ ��9���	
� 2

g <F f ∀i ∈ {1, . . . , m}, ti <MPO f(s1, . . . , sn)
g(t1, . . . , tm) <MPO f(s1, . . . , sn) (MPO1)

{{t1, . . . , tm}} <mul,<MPO {{s1, . . . , sn}}
f(t1, . . . , tm) <MPO f(s1, . . . , sn) (MPO2)

∃i ∈ {1, . . . , n}, t ≤MPO si

t <MPO f(s1, . . . , sn)
(MPO3)

�����&
	�� &
� �� ����� �:+*2� ��� ���
���'�) �
��&
� �� ������	� <mul,<MPO �
� ��� �
���9���������
� ������ ���� � �� ������	� <MPO �
� ��� ������� +�� �� �
���) �	
� 
�������	�� 
�� �	����	� ���9
���/�� <mul 4 �� ����� � <mul,<MP O � ,� ��
�) �	
� �/����	�� 2

≤MPO:= λs, t : term, s <MPO t ∨ s = t �

���� �������	�	
� �	� ������	� ���� ���

����� ������ ��� �	������� 4 &
��&
�� ���
����� �	�������� �� �	��	������� �� '�������� '��949'��
� �� ������	� <MPO�

����� �� �	� �������	� ��� �	� �	��	� ������, +��� �� �	����� <MPO*

����	�
 ���� ��� ������� ��� �
�
�� ����� � �� �/����	� � <MPO �� ������ � ���'�� s <MPO x)
	> s ��� 
� ����� �� x ��� 
�� '�������� �

����� �� ���� ���� �	��	 s 	� ����	 �������	 x� �� x <MPO s� ����� x ∈ V ars(s)*

����	�
 +�� ��
���	� �
� �� ���
��
�� � s� �

����� � ���� ���� �	��	 s 	� ����	 �������	 x� �� x ∈ V ars(s) 	� x = s� ����� x <MPO s*

����	�
 +�� ��
���	� �
� �� ���
��
�� � s� �

����� �� &��	� s 	� t 
	�, �	��	�* &� t ≤MPO s� ����� V ars(t) ⊂ V ars(s)*

����	�
 *� 	�� �	����� ∀t : term, (P t) �'�� 2

P := λt : term. ∀s : term, t ≤MPO s → V ars(t) ⊂ V ars(s) �

+�	��	�� ��� ��
���	� �
� �� ����� t) �� �����&
��� �� �������� �Q� � �� �����	� =�B�
P ��� �� ���� +�	
'	�� (P x) �	
� �����	��� &
���� '������� x� �	�� s 
� �����) &
� ��	� �
��	��

��� &
� x <MPO s� +�� �� ����� B?) x ��� 
�� '������� � s �� �� ���
���� ��� ��������
P ����� ����������� �	�� g 
� ����	�� �	����	���� �� ts 
�� ����� � ������� �	
� ��%��	�%���

���
���	�

B!
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� ��� 2 ∀t′ : term, t′ ∈ ts → (P t′)

	� 	�� �	����� (P g(ts))) �����949��� ∀s : term, (Q s) 	> 2

Q := λs : term. g(ts) ≤MPO s → V ars(g(ts) ⊂ V ars(s)�

+�� ��
���	� �
� �� ����� s) �
( ��� 	�'��� 3��� �	��������
P ��� �� ���� +�	
'	�� (Q x) �	
� x 
�� '������� &
���	�&
�� �
��	�	�� g(ts) ≤MPO x 2 ��

�����
�� g(ts) <MPO x) �� &
� ��� ���	������ ������ �� ����� �B=�� O����) �� ��� ��� ���	�

��� �	��������	��

P ����� ����������� �	�� f 
� ����	�� �	����	���� �� ss 
�� ����� � ������� *� 	�� �������
(Q f(ss))) �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

� ��� 2 ∀s′ ∈ ss, (Q s′)�

�
��	�	�� g(ts) ≤MPO f(ss)� ,�
( ��� �� ���������� 2 �	�� f(ss) = g(ts)) �� �� �	���
9
��	� ��� ���'����) �	�� g(ts) <MPO f(ss)� ,��� �� ������ ���) �� ���
'� �� �	
��
�� ���	� ��
����� �����&
�� �	
� 	������ ����������� 2
P O'�� �:+*1�) 	� � � 2 ∀t′ ∈ ts, t′ <MPO f(ss)� �	�� x ∈ V ars(g(ts))) ��	
'	�� &
�

x ∈ V ars(f(ss))� +
��&
� x ∈ V ars(g(ts))) �� �(���� �������������� 
� ������� t′ � �� �����
ts ��� &
� x ∈ V ars(t′)� *�) � ��� �	
� ���&
� &
� (P t′) ��� '���� �� � � 	� ��
�
�
��� V ars(t′) ⊂ V ars(f(ss))�

P O'�� �:+*2�) 	� � ts �>MPO ss� �	��� ��� �� ��� ��������) 
�� '������� x �
V ars(g(ts)) ��� ��� V ars(t) �	
� 
� ������� ����� t � ts� *�) ������ �� ����� B.) ��
�(���� 
� ����� s � ss ��� &
� t ≤MPO s� �� t = s) V ars(t) = V ars(s) R ���	�) ��� �����)
V ars(t) ⊂ V ars(s)� ,��� ��� �
( ���) 	� ��
� �� �
��� &
� x ��� ��� V ars(s)) 	��
��� V ars(f(ss))�

P O'�� �:+*3�) �� �(���� 
� ����� s′ � �� ����� ss ��� &
� g(ts) ≤MPO s′� C�J�� 4 �����) 	�
���� &
� (Q s′) ��� '���� O����) �	
�� '������� � g(ts) ���������� 4 V ars(s′) ⊂ V ars(f(ss))�
�

���� ���
��������

�� ��������'��� � �� ������	� <MPO ��� ��	
'�� ��� ��	�� ��
���	�� �����&
��� �
� ��� ������)
�
�'��� �� �������� �Q� � �� �����	� =�B� ����� ���
'� 
������ �� ����� B! ��9���
��

����� �� ���� ���� �	��	� ������ �� u <MPO t 	� t <MPO s� ����� u <MPO s*

����	�
 �� ���
'� �� ���� ��� ��
���	�� �
������'�� �
� ��� ������ u) t �� s� �	
� ���	�) 	� 	��
������� &
� ∀u : term, (P u) 	> 2

P := λu : term. ∀t : term, ∀s : term, u <MPO t ∧ t <MPO s → u <MPO s �
P ��� �� ���� �� ����� u ��� 
�� '������� x� ,������ �� ����� B?) x ���������� 4 V ars(t) ��

	��) ������ �� ����� B!) V ars(t) ⊂ V ars(s)� O����) x ��� 
�� '������� ������E����� ��� ��
����� s� ,� ��
�) s ����� ��� 
�� '������� �
��&
��� ����� ��� 
� ����� �������� *� �� �	���
�
	��) �� 
�������� �� ����� BQ) &
� x <MPO s�

P ����� ����������� �	�� h 
� ����	�� �	����	���� �� us 
�� ����� � ������� *� 	�� ��	
'��
(P h(us)) �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

� ��� 2 ∀u′ : term, u′ ∈ us → (P u′)�

B"
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+�
� �����������) �� ��
� ������� ∀t : term, (Q t)) 	> 2

Q := λt : term, ∀s : term, h(us) <MPO t ∧ t <MPO s → h(us) <MPO s�
P ��� �� ���� �� ����� t ��� ��	�� 
�� '�������) �� &
� ��� ���	������ �
��&
� ��� '�������� �	��

�� �������� ������
(�
P ����� ����������� �	���� g 
� ����	�� �	����	����) ts 
�� ����� � ������� 0� ��
� ��	
'��

(Q g(ts)) �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

� ��� 2 ∀t′ : term, t′ ∈ ts → (Q t′)�

�� �
� ��� � �� �	��� ∀s : term, (R s) 	> 2

R := λs : term, h(us) <MPO g(ts) ∧ g(ts) <MPO s → h(us) <MPO s�
P ��� �� ���� �	��� �����������) �� ����� s ��� ��	�� 
�� '�������) �� &
� ��� ���	������

�
��&
� ��� '�������� �	�� �� �������� ������
(�
P ����� ����������� �	���� f 
� ����	�� �	����	����) ss 
�� ����� � ������� 0� ��
� ��	
'��

(R f(ss)) �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

� ��� 2 ∀s′ : term, s′ ∈ ss → (R s′)�

+�� �/����	� � R) ���� ��'���� 4 ��	
'��
! 2 h(us) <MPO f(ss)

�	
� ��� �
( %��	�%����
�� 2 h(us) <MPO g(ts)
�� 2 g(ts) <MPO f(ss)�

�%��
�� � ��� %��	�%���� ����� 4 �	������� ��	�� ��� R �����) �	
� �'	�� 4 �(������ ��
�
���� 6	
� �� ������	�� ��� &
� ��	�� ������ �
() ��� �
���� �� ���������� ��� � �1�
���
������
������

��� � �
��	�	�� ��� �(����� &
� �� ��	
�� � �:+*1� �� �� � �:+*2�� O�	�� 2
��� h <F g
����∀u′ : term, u′ ∈ us → u′ <MPO g(ts)
����� g = f
,� ��� �� �����) h <F f � +	
� u′ 
� ������� &
���	�&
� � us) �	���	�� &
� u′ <MPO f(ss)�
,������ ����) �� �� � ���) 	� �
�� u′ <MPO f(ts)� �� �
� ��� ������� �� �����&
���
�:+*1��

��� � �� �� �� �� �	�� 	����
�� '�� �:+*2�) 	� � f = g = h �� us �>MPO ts �>MPO ss�
*� �	���
� &
� us �>MPO ss ��� ���������	� 
 ����� Q �'	�� �����	� A�A� �� ��J�� 4
� ����

��� � �� �� '���� � �:+*3� �� �� � �:+*2�) 	� � 2
��� ∃t : term, t ∈ ts ∧ h(us) ≤MPO t
���� g = f
����� ts �>MPO ss
,������ �� ����� B. �� �����) �� �(���� 
� ����� s � ss ��� &
� t ≤MPO s� �� t = s) ��� ������
������� h(us) ≤MPO s� ���	�) � ����� �� ��� 	� ��
� �
��� h(us) <MPO s� ,��� ���
�
( ���) �:+*3� ������ � �	���
�� h(us) ≤MPO f(ss)�

+�����	�� &
�) ��� �� ��� 	> �� �� �� �	�� 	����
�� ��� ���������	� � �� ����� �:+*1�)

B7
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�� ��������'��� � <F ��� �����������

���� ��

	 ��
�����
 �	 ���

6	
� �'	�� ���������� 4 �	��� ���	����	� �	
� ��� 	
���� ����������� 4 �� ���
'� � �	��� �	����	�
� :+*�

"#$��%�� � �� �	����� <MPO 	�� ��	 ��
�	*

����	�
 �	�� s 
� �����) ��	
'	�� &
� s ��� ���������� �	
� <MPO� *� ��	��� ��� ��
���	� �
� s
��������� Q��

P ��� �� ���� �� s ��� 
�� '�������) ������ �� ����� B=) s ��� 
� ������� �������) �� 	�� ���
�����������

P ����� ����������� �	���� f 
� ����	�� �	����	���� �� ss 
�� ����� � ������� *� 	�� ��	
'��
(acc<MPO f(ss)) �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

� ��� 2 (accs ss)

	> accs := λss : (list term). ∀s′ : term, s′ ∈ ss → (acc<MPO s′)�

���� ��'���� 4 ��	
'�� &
� ∀f : F, (P f)) 	> �� ������� P ��� �/�� ��� 2

P := λf : F. ∀ss : (list term), (accs ss) → (acc<MPO f(ss))�

�	�� f 
� ����	�� �	����	����� +
��&
� <F ��� �
��	��� ���� �	���) f ��� ���������� �	
�
����� ������	� �� 	��) �� �����&
��� �� �������� ���
���	� .) 	� ��� �	�
�� 4 ��	
'�� (P f)
�	
� ��%��	�%��� 2

����� 2 ∀g : F, g <F f → (P g)�

�� �
� (P f) ��
� �������� �	
� �� �	��� (∀ss : (list term)) (Q ss) �'�� Q �� ������� �/�� ��� 2

Q := λss : (list term). (accs ss) → (acc<MP O f(ss))

�	�� ��	�� ss 
�� ����� � ������ ����� &
� (accs ss)� ,������ �� ����� B< � �� �����	� A�A)
ss ��� ���������� �	
� �� ������	� �<MPO � +�� �	���&
���) 	� ��
� �	����� &
� ss ��������� Q
�	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

� ��� 2 ∀ts : (list term), ts �<MPO ss → (Q ts)�

+�� �/����	� 
 ������� acc ������ B�) ��	
'�� (Q ss) ��'���� 4 ��	
'�� �� ��	�	����	�
(accs ss) → ∀t : term, (R t)) 	> R ��� �/�� ��� 2

R := λt : term. t <MPO f(ss) → (acc<MP O t)

O����) 4 �� ����) �� ��
� ��	
'�� (R t) �	
� ��%��	�%��� ������ +�	��	�� ��� ��
���	� �
� ��
����� t�
P ��� �� ���� �� t ��� 
�� '�������) ������ �� ����� B=) s ��� 
� ������� �������) �� 	��

��� �����������
P ����� ����������� �	���� g 
� ����	�� �	����	���� �� ts 
�� ����� � ������� +�	
'	��

(R g(ts)) �	
� ��%��	�%��� ���
���	� 2

.<
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� ��� 2 ∀t′ : term, t′ ∈ ts, → (R t′)�

+�� �/����	� � R) �� ��
� �	����� (acc<MPO g(ts)) �	
� ��%��	�%��� � 2 g(ts) <MPO f(ss)�
���� �	
� ����� 4 �	������� ��	�� ���) �
�'��� �� ����� �:+*i� 
������� �	
� 	������ ������������

��� &�'1� *� ���� &
� 2 ��� g <F f
���� ∀t′ : term, t′ ∈ ts → t′ <MPO f(ss)

,������ ��� �� ��%��	�%��� �����) g ��������� �� ������� P � O����) �	
� ��	����� ���������9
������ � g(ts)) �� �
1� � ��	
'�� (accs ts)� :��� �	
� ������� t′ � ts ��� �������
� 4 f(ss)
������ ����) �� ����� ��� ���������� ������ � ����

��� &�'2� ��� %��	�%���� �	�� ��	�� 2 ��� f = g
���� ts �MPO ss

,������ ���) �� �
� �'���� (acc<MPO f(ts))� ��� %��	�%���� ���� �� � ��� ���������� � �9

��� &
� ts ��������� Q� O����) ���9	� ������ 4 ��	
'�� &
� �	
� ����� t′ � ts ��� �����������
*� ������ � ���) t′ ��� ���������� �� &
��� ��� �������
� 4 f(ss)� :���) ������ �:+*3�)
t′ <MPO f(ts) ��) ������ �) f(ts) <MPO f(ss) �	��) ��� ��������'��� � :+*) t′ <MPO f(ss)

��� &�'3� ,��� �� ������ ���) g(ts) ��� �������
� 	
 ���� 4 
� ������� s′ � ss� +
��&
�)
������ � ���) s′ ��� ����������) �� �� '� � �3�� �	
� g(ts)� �

�� ������ 	��� � � 	��	���
��

�� ���
'� � �	��� �	����	� � �+* 	���� ���  ,��".# �����
�� �
� �� ���� &
� ��� 	���� �
������/����	� �	�� ���� �	��� �
��&
�) ������ �� �%�	���� � I�
����) ��� �	��������� 
� ��	�������
%	��	�	��%�&
� &
� ��� 
� �	� 	��� �������) �� 	�� ��� ���� �	��� 6����	���) �� ���
'� 
 �%�	9
���� � I�
���� ����� ��� �	����
���'� �� �� ���� �	
� ��%��	�%��� �
�� ������
�� /����
,���  ���".#) �������� ����	
�� 
� 	��� � ��	��	����	� �
� ��� ������) �
�� ��	
'� &
� ��� 	���
��� ���� �	�� �� �&
�'����� 4 :+*� �� ���
'� � �	��� �	����	�) ���� &
������������ ����� ��� ����9
������ �	����
���'�) ����� &
����� ��� ��������� ��� ���������� 0� ���������� &
�	� �
���� �'�� &
��&
��
�;	���) �� 	���� 
�� '����	� �	����
���'�� @��� ��� �������� ���
�	
� �	��� ������ &
� ����� &
�
�	
� �������	�� ���� 0� ��� 4 �	��� �	
���	�� &
����� �� ���� ��� ����� 4 �� ��������'���� ,� ��
�) 
� �
���
�����3� � ����� ����	�%� ����� ��� �� ���� &
����� �	
���� 
� ���	���%�� �1���� �	
� �	������ �
(
�������
,���  GS7?#) G������� �� S������ ��	������ ��
���
�� �%�	����� 4 ��	�	� � �� �	��� �	����	�
�	���� �
� ��� ������ 
 ������� 	���� ��� ���
����� �	�� ������
( �� �3�� �	������ �	
� �� &
�
��� � �� ���������	� �� �������� � �������
�� ��� �� ��� �
�� ������
�� /���� 0�� ��
'��� 3���
�����&
�� ���
��������� 4 �+*) ���� ���� &
� ��
�� ���
'�� ��
�������� ��� �� �%�	���� � I�
����)
����� �� �	�� ��� �	����
���'���
,���  T�77# ��  T�<A#) T	
����
 �� �
��	 ��	�	���� 
�� ���
'� �	����
���'� � ���������	� �

�	��� �
� 	��� ���
���� �
� ��� �%����� �	��� �
�����
� �%	��	�) �� 
�������� �� ���%��&
� � ����9
C����  C��""#� �� ���������	� � ����� ���
'� �
( ������ 
 ������� 	��� ��'���� 4 	���� 
��
���
'� � �	��� �	����	� � :+* ��� ��
���	� ���
��
����� �
� ��� ������) �	��� ����� ���
 '��<B#� 6	��� ���
'� �	& 
������ 
�� ������/����	� � ����� ���
'� �����&
�� 4 :+* ���� �� ����
	> �	
� �'��	�� ��
� 
��������	� �
� 	��� ��(��	����%�&
� �
(������� �
� �� ����������
,���  C�<B#) C	
��
��9������& ��	���� 
� �%�	���� ��	�8��� 
� ���
���� � �	��� �	����	�) 	��
�� ���
'� � ��� '���/�� �� �	&� �� ���
���� ��� ������� �� �� ���� &
��� �� ���� ��� � �� ���
��
��

.B
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� ����� ��) ��� �
��� ��� ���������� 4 ��
���� ��������� �� ���
'� �� ����� ������������ �	
���	��) ��
���
'� &
� �� �%�	���� ���������� ��� ���
����� � G������� �� S������) ���� �����'���� 
� ���
����
�	� �	����
����� ,� ��
�) �����&
�� �� �%�	���� 4 :+*) �� �� ������
���� �	����� &
� ��%��	�%��� ��'�
� �	� �%�	���� ��� ����������) ����� ��� ��
� ������ &
� �� ���
'� ������ &
� �	
� �������	�� ���� @�
	
���) �	
� �����&
�� ���������� �� �%�	���� 4 :+*) �� �/����	� � ��� 	��� 	�� 3��� �	�/�� 2
�� ��
� �L	
��� �� �	����	� ∀ i ∈ {1, . . . , m}, ti <MPO f(s1, . . . , sn) �	��� �������� � �� �����
MPO2 �'	�� �� �����	� =�.�) �� &
� ��� �3���� �
��&
��� ��
� ���
��� ��	
'�� &
� ����� �	����	� ���
�
���U
��
,���	� �� C	��) ���  ,C<=#) ��	
'��� 
� �%�	���� ������� �	
� ������� �� �	��� �	����	� �
������	�� ��	��� ��� �	���(�� R ����� ���
'� � ��� �����/�� �� 0�������� �4 ���������) �����
��� �� %�9
�	�%���� 
 �%�	���� ��
� 3��� �1���� �� ��&
���� �� ������
���� ��(%���� 
�� ������	� �
(�������
����9�	��� �	� ���'����� ��� �
��
�� �����&
��� ��
� ���
���� 4 � �	����
( �(������) ����� ���&
���
�+*� �� ���
'� 	����
� ��� �� ��� ����E� ����	���������� ������ �� �� ������ ����������� � �	������
��
� ����	�%� ��� �� ��� � :+* �'�� 
�� ����	�%� ������ ����� &
� �� �	����
:����	��	�� ��/� ��� ���'�
( � �������  ���7?#) &
� 	��� �� �	& 
�� ���
'� � ���������	� �
��� �� 
�������� :+*� 6����	���) ����� ���
'� ��
������ ��� �� �	��� �	����	� � :+*) &
� �����
	�� ��� ��	�����) ���� ��
�M� 
� ��	������� �� ������ � �������
�� ��� 
� ������� 	��� ����
�	�� ���� �
� �� %������%�� � C�-��	�-��� � �	����	�� � �� �%�	��� �� �	������

6	
� �'	�� ��	
�� ��� �� �0� 
�� ���
'� ������ � �� �	��� �	����	� � :+*� ����� ���
'�
��� ������
��������� �	
���) �� ���� ����� &
�4 �� ���
����� ������������� ������������) �� �������&
� 4
�� ������ �	������� �� '��������) �	����
��� �
� 
�� ������
�� �	� �������������� /��� � ����	���
�	����	����� ������ '�������� @��� ��
� ��������� �������&
�� ��� �� ��� � ����	��� �	����	�����
������ /(�� ������� ��1������	��� @� �;��) 5���&
� � ������� ��� �	�	�  �	�# 
�� �����	�%�&
�
�	�������� �	������� 
�� �	�'����	� �� ������ �������&
�� '��� ��� ������ '�����&
��) 	�� ��
��	
'� &
����� ������'� �� ���������	�� �� ���'��� ��� 
�� �������� ����� '��� ���(�����	� �
( ��� �
�+* �� �+* �'�� ����
��

 	�	�!�	�	
�� ��� �
��
�� �������� 4 ��������� G������ 5���&
� �	
� �� �	����	����	� �������
�� � &
������ 0�� �������� ��������� ��
�� ������������� 4 +����� �������� �	
� �� ������
�� �������'�
� ��� ������� �� ��� �	����
( �	���������� �	����
����� ���� ���������	� '
������ 
 ����� V�� 0��
���������� ��/� ��� ����	���
�� �	
� ��
� �����&
�� �� �	������ &
� ��
� 	�� ������ ������	��� ��
'����	� /���� � �� ���'����

!"�"��	�

 567"# G���- 5���� �� �	���� 6���	�� 3	�� �	4����1 �
 (�� 3-��� �������� $��'������ +����)
6�� W	��) B77"�

 �	�# �	�	� 2 � �	& ������� 	� ��������� �� ���������	�� %��� 2XX�	�	���	�������

 ,��".# 6��%
� ,���%	���-� *������� �	� ���� ��������� �������� 3-	��	����� ���+��	� &��	�	)
A�B!� 2.!7PA<B) B7".�

 ,C<=# @�T����� ,���	� �� ��L��' C	��� O C������ �%�	��� 	� ���������	� 	� ���������� 0�
���+��	� &��	�	 ��1��� �&��5#) �
���� A.B< �� �6��) ����� B<<PBB=� ��������9Y�����) .<<=�

 GS7?# :�������G� G������� �� ���� S������� Z���9G	
������ 	� ���� *�������� 0� #�-
��	������� 6��7�-�+ � ��
������ 3	�� �	4����1 &.��	�� '�3�&� #)) �
���� 7Q" ��
�6��) ����� B<QPB.A� ��������9Y�����) B77?�

 C�<B# T��� C	
��
��9������&� Z���9G	
�� ���
���'� ������	��� 0� �$�- 6���-�+ � ���+��	�
&��	�	 ��1�� '�&��5�)� �����) '	�
�� .B=. 	� �8�&) ����� ="=P=7!� ��������9Y�����) .<<B�

..
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 C��""# T���9W'�� C����) W'�� ���	��) �� +�
� ����	�� ������ �
 3.+	�� �������� ������ ��
�%�	������� �	��
���) ������� !) B7""�

 ��!"# C���� �
�� �� ,����� �����	�� *� �%� $���	�� ������� +�	���� �	� ���� ���������
�������� ���%����� ���	�� ."A) 0�0O) B7!"�

 T�77# T���9+����� T	
����
 �� O����� �
��	� �%� ���%��9*��� ���
���'� +��% *������� 0�
����		
�1� �� �-	 �#�- ���� �999 &.�+����� � ��1�� � ���+��	� &��	�	 '���&�  )) �����
=<.P=BB) �����	) 0����) B777�
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