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K ∈ K
τ.ι ∈ Type

σ ∈ TypeScheme

Γ.∆ ∈ Context

P.Q ∈ P
A.B.f ∈ T
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τ ::= α | ια | τ � τ

σ ::= ∀α.τ
∆ ::= ∅ | ∆, f :σ | ∆, X :σ
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FV(f) � ∅
FV(stk) � ∅
FV(X) � {X}
FV(α) � {α}

FV(P � A) � FV(A) \ FV(P )

FV(let P � A in B) � FV((P � B)A)

FV(AB) � FV(A) ∪ FV(B)

FV(A � B) � FV(A) ∪ FV(B)

FV(τ1 � τ2) � FV(τ1) ∪ FV(τ2)
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8������ �� ��'��������� ���	������� �� ���������������%

��	��
��� ��� �����
�
�
����� � �&"�	�	&	��� θ �� � $�����% ���$ 	�� ��	 �� 	��$ �����"���
(����, 	
�� �����"���) 	� 	�� ��	 �� 	��$� (����, 	
���), � -��	� �&"�	�	&	��� θ ��� 	�� ���$
{A1/X1 . . . Am/Xm}. �� {τ1/α1 . . . τm/αm}. ��# �	� #�$��� Dom(θ) #���	�� {X1, . . . , Xm}. ����,
{α1, . . . , αm}, /�� �������	��� �� � �&"�	�	&	��� θ 	� � 	��$ A (����, 	
�� τ . ����, ���	�0	 ∆). #���	�#
"
 Aθ (����, τθ. ����, ∆θ). �� #�-��# �� ����� � �

Xiθ �
(

Ai ifXi ∈ Dom(θ)

Xi otherwise

fθ � f

stkθ � stk

(P � A)θ � P � Aθ

(A B)θ � Aθ Bθ

(A � B)θ � Aθ � Bθ

(let P � A in B)θ � (let P � Aθ in Bθ)

αiθ �
(

τi if αi ∈ Dom(θ)

αi otherwise

ιθ � ι

∅θ � ∅
(τ1 � τ2)θ � τ1θ � τ2θ

(∆, X:τ )θ � ∆θ, X:τθ

(∆, f :τ )θ � ∆θ, f :τθ

���� �	
�����

��
 
&�	������ �
������ �� ��
 �	�	�� �
	�
� �� ��
 ������
���	 ��
������ �� $�	����% ����
�		��� �� �� '��� &����'	
� �� ��
�� ���
�� &�	�
�% ,��
 �
 ���� �� �
8�
 �� 
���
���&
 ��� ���
���	
�	�	��� �
 �		�� ��
 ������� �� '
 �
�����
� $�#&�� � �����
�
 �� �
���% ���� �����
�
 ��
�
�� ������� ���
 �� � ������
���	 �����
�
� �� ��
 �	�	�� ��� ��K
�
�� ������
� ��
 �'����
� ��
�
������������� ���� �����
�
� '� � �����
�
 �
8�
�� ��� 
����	
� ��������		�� �� 
=�������		� �� ��
� ���
 
	�'����
� ��� �)/A�D��%

��� ��
 ������
 �� ���� ���
� �
 �
����� �� ������� ������� ��� �
 ��� ���� � ��'��������� θ ��
��	����� �� ��
 �������*
=������ A ≺≺ B �� Aθ ≡ B� �%�%Aθ ��� B ��� ��
����	% ��
 ���=�
 ��	�����
�� ��� � ������� ���'	
� �� �
���
� θA≺≺B%

:� �� ���
���
� ���
�
����� �� ����	
 �������	� ��
 3�
8����&
$ ������� ���	��
� ��� ��

	������
 ��
� ��
� ��� �����8��� ��� ��
 ����������% ?
 ���� ���� �� �
��
�
�� '� stk �		 ��

�
	��
� ������� ���������� ����
 ���
�������� ������� ���'	
� �� ����	&�'	
 ���
�
��
��	� ��
��'�
=�
�� �������������� ��� �
�������� ��� ���� �
 �������&
	� ���� �� �
8�
 stk '� ��
 ��	
 F

�θ, Pθ=ρσδ Nθ

let P � N in M →stk stk

��
�
 =ρσδ �� ��
 �����
�
 ����
� '� ��
 8��� ���

 
&�	������ ��	
� ��&
� �� ������ �% ��

��������� �� ���� �
������ ��	
 ��
 ���
���'	
 '�� �
 �� �
8�
 � ��L�
�� �������� �������

���
���� � ��&
� �
�� ��		 �
&
� ���� � ��&
� ����
��%

"�
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(P � A)B →ρ let P � B in A

let P � B in A →σ Aθ(P≺≺B) �����#�# θ �0��	�

(A � B)C →δ AC � BC

A →stk B �� #�-��# �� 1�-��	��� �,�

���� � I ���*	
&
	 .�	
� �� ���	��

��	��
��� ��� ����������
���� /�� ����	��� �� �� #�-��# �� P × T �� ����� � �

stk �� g(N1, . . . , Nn) f(P1, . . . , Pm) �� stk

stk �� P � N f(P1, . . . , Pm) �� P � N

f(P1, . . . , Pm) �� g(N1, . . . , Nn) �� f �≡ g �� n �= m �� ∃i, Pi �� Ni

f(P1, . . . , Pm) �� let P � N in M �� P �� N �� f(P1, . . . , Pm) �� M

����� �� �������
��� �� ��� 2�� ��
 P ��# M . �� P ��M 	���

∀θ1, θ2, ∀M ′, Mθ1 →→stk
ρσδ M ′ ⇒ Pθ2 �≡M ′

��������� �� ��
�����
� �� ��� /�� ����	��� P ��M �� �	�"�� "
 �&"�	�	&	��� ��# ��#&�	��� �� M ,

,������� ���� ��
 ���
��������� �
	������ �
 �
8�
 � �
������ �
	����� ���� 
	������
� �
8����&
	�
���� ��'�
���%

��	��
��� ��� /�� ����	��� →stk �� #�-��# "
 	�� ����� ��% �&��� �

let P � A in B →stk stk if P �� A

stk � A →stk A

A � stk →stk A

stk A →stk stk

3� #���	� "
 →stk 	�� ���	�0	&�� ����&�� ��#&��# "
 	���� �&���, �	� ��4�0��� ��# 	�����	��� ����&�� ��
#���	�# "
 →→stk,

������ � ����� ��
 �
������ ��	
� �� ���	�� F

(ρ) ���� ��	
 �����
�� ��
 ���	������ �� �� �'�������� �� � �
��� '�� ��
� ��� ���
����
	� ��� ��
��	&
 ��
 �������
� ������� 
=������%

(σ) ���� ��	
 ���	�
� �� ��� ��	� �� ��
 ������� 
=������ P ≺≺ B ��� � ��	����� F �� ���� ��
 ��

������� ��	����� �� �����
� ��� ���	�
� �� ��
 �
�� A% :� ��
�
 �� �� ��	������ ���� ��	
 ��
�
��� ���	�% �� �
 ���		 �

� �����
� �
������� �� �������������� ��
 	��
	� �� ������ B �� ����
��
 
=������ ��� � ��	����� ��� ��
 ��	
 �� '
 �����
�
�%

(δ) ���� ��	
 ������'��
� �������
� �� ��
 	
��*���� ���
 �� ��
 ���	������% ���� ��&
� ��
 �����'�	����
��� 
����	
� �� ���	� �� ����		
	 ��� ������� ����
��*�'��������� A ��� B �� � �
�� C%

(stk) ����
� ���� ��
 ��
�������	 �
������ ��
 �
����
 ��	
� �
�	��� ���� ��
 
	��������� �� ��

�
8����&
 ���	��
�%

?
 �
���
 '� →ρσδ ��
 ���
����	 	����
 ����
� '� ��
 ��	
� (ρ)� (δ) ��� (σ)% :�� �
@
��&
 ���
��������&
 	����
 �� �
���
� '� →→ρσδ % ��
 ����
��� ��� ��������&
 	����
 �� →→ρσδ �� �
���
� '� =ρσδ%
?
 �
���
 '� →stk

ρσδ ��
 �
	����� →stk ∪ →ρσδ ��� '� →→stk
ρσδ ��� �
@
��&
 ��� ��������&
 	����
%

"D
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� ����� �� ����!����� �� ������ "��#$�% #��$&'� /�� ����	��� →stk
ρσδ �� ���4&��	,

()����� �� ������
��* 
 � ���*
 �� � ���
� ��	 &�� #�-�� 	�� ρ!	��$

len � rec S �


 nil � 0

�
(consX L) � suc (S (rec S)L)




 ���� rec, nil, 0, cons, suc ��� ����	��	�, /��� 	�� ρ!	��$ len (rec len) ��$�&	�� 	�� ���%	� �� ��

���	 	��	 �� %���� �� �� ��%&$��	, 3� ���&�# $��	��� 	��	 �� 	�� ����&�	��� �� ������$�# &���% ���

→→ρσδ 	��� 	�� -��� ���&�	 �� � �	�&�	&�� ���	�����% 	�� �0���	�# ���&�	 ��# ������� #���
�# $�	����%
����	����	� �� ���$�� ���$, 3��� →→stk

ρσδ �� &��#. 	�� -��� ���&�	 ������	� ���
 �5 	�� �0���	�# 	��$,

�	 �� ��	����	��% 	� ��� 	��	. ��  � ����� ��� 	�� ���&������� �� S ��# rec.  � %�	 	�� ��������� �� ��	�
�
�	�$ ��$�&	��% 	�� ���%	� �� ���	�,

���� ������ ���	

�� �
 ��&
 �	�
��� �
�����
�� ��
 ���
 �������
�� ����
� ��� ����
� �� ���
���'	
% ��
 �� ��

���'	
�� ���� �� �
�	��� �� ���� �	�	�� �� ��
 �'�	��� �� �
8�
 ��� ���'
� �� �������� ���� � ��&
�
���
� ������� �
�		� �����
���� ��
� �� ����������% ����� �� ����
�� � ������� �� ��&
 � ���

f : ∀α. (α→ ι) ��
�
 ��
 �����
�
� α ��
� ��� ���
�� 
��	���	� �� ��
 ��������� ���
 ι% ��
� ��
�
������

let f(X) � f(Y � Y ) in (X 1)

��
 ����
�� f(X) �
�� ���
 ι� ��
�
 ��
 ���
 �� Y � Y �� �������
�% ��
� �� �� �������'	
 �� ���
�
���
�	� ��
 ���
 �� X F � �������� �	������� ���	� ����
�� ��
 ���� �
�
��	 ���
 ∀β. (int→ β)� ��
��
 ���
 �����
� ��� ��
 
���
����� �'�&
 �� '
 ��������%

���� ������ �����	��
 ��� �������� �� ������� F ��
 ��
&���� �
�� ��� ���
 β 3��� ��� β$ '��
�� �
��
� �� 1� ���� ��� ���
 int% ���
�&
�� �� 	
��� �� ���
���'�	��� �� ������% ��
 ���
�
�

�	������� ��	� '
 
���	� ����
� �� �
�	 ���� ��
 
����	
 �'�&
� '�� ��
 ���'	
� �� ���� ��
 ����
��
��	� '
 �
�	�
� '� � &����'	
 Z ��� ��
 ������� ������� f(X) �� ��
� '
 ��'������	� �
��
� ��
��
 '��� �� ��
 �
	��
� ������� ���������% ����� �
 �

� �� 
���� ��
 ��������� �
�� �� ��
 ���

�� f ���� �		 ��
 ���
 &����'	
� ���
����� �� ��
 ���	
 ���
%

���
�&
�� � &��� ������ �� ���
� �� �&��	�'	
 �� ����
� ���
 =�����8����� �� ��� �����
�
 ��
� ���
% ��
�
���
� �
 �

� �� �
����� ��	��������� �� �
		 ����� 1���
 ��
�
�2 �� ��
 ���� ∀α.τ �
��
�
 τ �� � 8���*���
� ���
� �%�% � ����������*���
% �� 
����	
� ∀α.α � α � {τ � τ | τ ∈ Type}
�� ��
 ���
*��
�
 ��� ��	������� ��
�����% ���
 ��
�
� ��
 
=��&�	
�� ����	� α*��&
�����% ?

�
8�
 ����	���
��� �������������� �� ���
 ��
�
�� &�� � �
	����� 3�
���
� '� ≤$ �� ��		��� F

τ1 ≤ τ2 �K τ2 � ∀α.τ3 ��� τ1 � τ3{τ/α} ��� �����'	
 τ.

��
 �
��	���� ���
 ����
� �� ��&
� �� ������ - ��� ���&
� G����
�� �� ��
 ����
 F

Γ � ok 
�� Γ � τ : ∗ 
�� Γ � U : τ

?
 '��
@� ���
�� ���
 ��������� ������ ��
����� ��
 ������ ��	
� F
I ��������� �� �������'	
 ���
 ��
�
� ��		�� ���
 ����� ��	
� F 
&
�� '���� &����'	
 ��� ��
���
�� �� ��
 ��������� ���
� �
�
 ��
 ���
 �������� α ∈ Lab(σ) 5

I (Term·V ar)� ��� (Term·Const) F ��
 ���
 �� � &����'	
9������� �� � ���
 ������
 �� ��� ���
*
��
�
 5
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#���������+ ���
�)
�

∅ � ok (Ctx·Empty) Γ � ok X �∈ Dom(Γ)
Γ, X :σ � ok (Ctx·V ar)

Γ � ok ι �∈ Dom(Γ)
Γ, ι:∗ � ok (Ctx·TypeConst)

Γ � ok Γ � σ : ∗ f �∈ Dom(Γ)
Γ, f :σ � ok (Ctx·Const)

Γ � ok α �∈ Dom(Γ)
Γ, α:∗ � ok (Ctx·V ar∀)

#����,��+�+ ���� ��� �����

α ∈ Lab(σ) Γ, α:∗ � σ : ∗
Γ � ∀α.σ : ∗ (TypeScheme∀) Γ � ok

Γ � τ : ∗ (Type)

Lab(ια) = α Lab(τ1 � τ2) = Lab(τ2)

Lab(α) = {α} Lab(∀α.σ) = Lab(σ)

#���������+ ����� ��+ -�

����

Γ1, X :σ,Γ2 � ok σ ≤ τ

Γ1, X :σ,Γ2 � X : τ
(Term·V ar) Γ1, f :σ,Γ2 � ok σ ≤ τ

Γ1, f :σ,Γ2 � f : τ
(Term·Const)

Γ,∆ � P : τ1 BV(CoDom∆) = ∅
Γ,∆ � U : τ2 Dom(∆) = FV(P )

Γ � P � U : τ1 � τ2
(Term·Abst�)

Γ � U : τ1 � τ2
Γ � V : τ1

Γ � U V : τ2
(Term·Appl�)

Γ � V : τ1
Γ,∆ � P : τ1 BV(CoDom∆) = ∅

Γ,Gen(∆; Γ) � U : τ2 Dom(∆) = FV(P )

Γ � let P � V in U : τ2
(Term·Match)

Γ � U : τ
Γ � V : τ

Γ � U � V : τ
(Term·Struct)

Gen(τ ; Γ) � ∀α.τ ��
�
 α = FV(τ) \ FV(Γ) ��� Gen �� 
��
��
� �� ���
���%

���� - I �
��� �� ���	��

I (Term·Abst�) F ��
 ���
��∆ ��� �� '
 ���
��
�� '�� �� �� ������ ��	� ���
� 3��� ���
*��
�
�$
�� ��
 &����'	
� �� P % :� ���
������ �� ��
 '
��&��� �� ��
 ������ ��	
 ��� ��������	 �'��������
fun x→ a �� �A%

I (Term·Match) F ���� ��	
 �
������ � �
�����
� ���� �� ��	������� ���
 ���
�
�
% ����� ��

���
�� ∆ ��
� �� ���
 P ������� ��	� ���
� �� ��
 ��

 &����'	
� �� P � '�� ��
� ������ U
��
 ���
�������� ���
*��
�
� �� '
 ��
�% :� �� �� 
����
� &
����� �� ��
 �A let �
�������
�������%

����� ��� ����.��
 /�+��
��� ��� �������
�� Γ � U : τ ��# U →stk

ρδ V . 	��� Γ � V : τ ,

+����	
 �%� ��
�
��� � ����	
 ���
 �
��&����� �� ���	�� ��� ��
 ���'	
���� �
�� ����� �� ��

'
������� �� ���� �
����%

"-
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()����� ��� �0 ������ ���� ������
��� �� �������

(∗)

β ≤ β

Γ, Y :β � Y : β

Γ � Y � Y : β � β

Γ � f(Y � Y ) : κβ�β

(∗)
β � β ≤ β � β

Γ, X : β � β � X : β � β

Γ, X : β � β � f(X) : κβ�β

ι � ι ≤ ∀β.(β � β)

Γ, ∆ � X : ι � ι

ι ≤ ι

Γ, ∆ � 1 : ι

Γ, ∆ � X 1 : ι

Γ � let f(X) � f(Y � Y ) in (X 1) : ι

��	�	 Γ � 1:ι, f :∀α.(α � κα)
 ��� ∆ � X:∀β.(β � β) ��� (∗) �

(β � β) � κβ�β ≤ ∀α.(α � κα)

Γ � f : (β � β) � κβ�β

3� ��� 	��	 	�� ��		��� f(X) �� ����%��# � 	
�� κβ�β. ���&���% 	��	 X ��� 	
�� β � β, /���
%�������6�	��� %���� �	 	
�� ∀β.(β � β)  ��� 	
���% 	�� "�#
.  ���� ���&��� 	��	 ��
 	
�� �� x �� ��
���	���� �� β � β,

��
 �
�� �
���� ��
�
��� � ���
 ���
�
�
 �	������� 3�		
� W
�
$ ���� ��&
� � ��	����� �� ����

���'	
�%

()����� ��� ������* 
 � 
��� len(rec len)�
��	 &� �����#�� �%��� 	�� 	��$ ���$ 70�$��� �,�, ��  � �����#�� 	�� ���	�0	

Γ =
{

0 : int, suc : int � int, cons : ∀α.(α � listα � listα), nil : ∀α.listα,
rec : ∀α.((ια � listα � int) � ια)

}

	���. ��� ��� ����8 	��	 ��� ��
 τ  � ���� Γ � len : ιτ � listτ � int ��# Γ � len(rec len) : listτ �

int, ��#��#. 	�� 	��$ len(rec len) 	�8�� � ���	  ���� ���$��	� ��� �� ��
 	
��. ��# ��	&��� �� ��	�%��,

/�� ��%���	�$ W
�
 ��� ��$�&	� 	�� ��������� 	
�� listβ � int ��� len(rec len),

���� ��	 ��������
 W
�

?
 ������6
 ��
 �	������� W �� H����*��	�
� �H�C�� 3�

 �	�� ��
 ���� ���
� �� B����
� �B���$

��� �
 ��
�
�� �� �	������� W
�
���� ���
� �� ����� �� ���	��*�
�� U � �� 
�&�����
�� Γ� ��� � �
�

�� 1��
��2 ���
 &����'	
� V � ��� 3D$ �
�� �� �� �� '
 �
		*���
�� ��� 3�$ ���
�� � ��������� 	
���% τ
��� U �� Γ� ��� ���� F
D% ��
 G����
�� Γ � U : τ �� �
��&�'	

�% :� Γ � U : τ ′� ��
� ��
�
 
����� � ��'��������� θ� ��� ���� τ ′ = τθ%

��	��
��� ��& �� � 0�*���
 � W
�
�

/�� ��%���	�$ W
�
�� %���� �� ������ � ��# &��� 	�� ��������� &��-��	��� ��%���	�$ "�	 ��� -��	!��#��

	��$� 9:;<�= (#���	�# mgu ��# �$�		�# ����),

��	��
��� ��1 �(2����
� ��
 �� V�
/ � �&"�	�	&	���� θ1 ��# θ2 ��� �>&�� �&	 �� V.  ��		�� θ1 V=�� θ2. �� αθ1 = αθ2. ��� ��� α �∈ V,

� ����� ��� �����+���� �� W
�
�

�� W
�
(Γ;U ;V) = (τ ; θ;V ′). 	��� Γθ � U : τ ,

� ����� ��� �������
����� ��+ -���������
� �� W
�
�

2�� ��� V ��# Γ. �&�� 	��	 V ∩ CoDom(Γ) = ∅. �� Γφ � U : τ ′. 	��� �

�, W
�
(Γ;U ;V) �= false ?

"�
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������� )�	�	��

W
�
(Γ;U ;V) = (τ ; θ;V ′)

W
�
(Γ;U ;V) � match U with

f ⇒ if f ∈ Dom(Γ) then

take (τ ;V ′) = Inst(Γ(f);V) and θ = θ
ID

X ⇒ if X ∈ Dom(Γ) then

take (τ ;V ′) = Inst(Γ(X);V) and θ = θ
ID

U1 � U2 ⇒ let (τ1; θ1;V1) = W
�
(Γ;U1;V) in

let (τ2; θ2;V2) = W
�
(Γθ1;U2;V1) in

let φ = mgu(τ1θ2 = τ2) in

take τ = τ2φ and θ = φ ◦ θ2 ◦ θ1 and V ′ = V2

P � U1 ⇒ let X = FV(P ) and αX ∈ V1 in

let (τ1; θ1;V1) = W
�
(Γ, X :αX ;P ;V \ {αX}) in

let (τ2; θ2;V2) = W
�
(Γθ1, X :αXθ1;U1;V1) in

take τ = τ1θ2 � τ2 and θ = θ2 ◦ θ1 and V ′ = V2

U1 U2 ⇒ let (τ1; θ1;V1) = W
�
(Γ;U1;V) in

let (τ2; θ2;V2) = W
�
(Γθ1;U2;V1) in

let α ∈ V2 in

let φ = mgu(τ1θ2 = τ2 � α) in

take τ = αφ and θ = φ ◦ θ2 ◦ θ1 and V ′ = V2 \ {α}

let P � U1 in U2 ⇒ let (τ1; θ1;V1) = W
�
(Γ;U2;V) in

let X = FV(P ) and αX ∈ V1 in

let (τ2; θ2;V2) = W
�
(Γθ1, X :αX ;P ;V1 \ {αX}) in

let φ = mgu(τ1θ2 = τ2) in

let (τ3; θ3;V3) = W
�
(Γθ1θ2φ,X :Gen(αXθ2φ; Γθ1θ2φ);U1;V2) in

take τ = τ3 and θ = θ3 ◦ φ ◦ θ2 ◦ θ1 and V ′ = V3

J ⇒ false

Inst(∀α.τ ;V) � (τ{β/α};V \ {β}) ��
�
 β ��
 ������� ��
�� &����'	
� ���
� �� V

���� � I ��
 �	������� W
�
%

�, W
�
(Γ;U ;V) = (τ ; θ;V ′). ��� ��$� τ ��# θ ��# V ′ ?

�, τ ′ = τψ ��# φ
V=�� ψ ◦ θ. ��� ��$� ψ,

� ����� ��� �����+�����
� �� ���� 3�������� ��� �������
/�� ����� ��% ���"��$� ��� #���#�"�� �

�, /
�� ��������� � ��� � �����# 	��$ U �&�� 	��	 stk /∈ U . %���� Γ (�&�� 	��	 ����
 ����	��	 �� U
�� �� Dom(Γ)). -�# � τ �&�� 	��	 Γ � U : τ ,

"4



)����
� E /����
� E A�=���� E ?��

�, /
�� @���8��% � ��� � �����# 	��$ U �&�� 	��	 stk /∈ U . %���� Γ ��# τ ′. ����8 	��	 	�� A&#%$��	
Γ � U : τ ′ ���#�,

�� ���� �� ��� ���� ������

:� ���� �
���� �
 '��
@� �����
 ��
 ������ ��� �
������ �� ��
 �
		*����� ��
 �� �	�	��� ��
��
 '���� �� ��
 �� 	������
� ���� ���	�� ���� ��	� '
 ������� �� � ��
 �	�	�� ��� '��� �� ���
��K
�
�� �
����
*'��
� 	������
�% B�����	�� ���� ��� '

� ��� �� ��
 ����� '
��

� ��
 ��
��
���	
���	� �
 ��
  %�%	% ��
 	������
 ������ �
 ���	� 	��
 �� �����
% ��
 �� �
8������� ��
� ���� ��

�������	 �� �� '� .
�� �.M����� ��� ��
 ���� ���
� '� B����
� �B���%

���� ���	 ��

)��
 �� �� � �����
�� �� ��% ?
 �
�		 ��
 	������
 ��� ��
 ���
 ������ F

���� ��

τ ::= α | ι | τ � τ | τ × τ B�	� ���
�
σ ::= ∀α.τ B�	� ���
 ,�
�
�
M ::= c | x | λx.M |MM | let x = M in M B�	� �
���

��
 ��
�������	 �
������ ��� ��
 ������ ��	
� ��
 ��
 ����	 ��
� �.M����% �	������ ���� �����
��
�� ��L�
��	� 
���
���&
� ��� ��� ���
 ���
�
�
 ����
� �� �
���������� ������ ��� �
���'	
� �� 	���
�� ��
��	 	������
 ��������� 	��
 �
������% �� ���
&
 ���� ��
 ��� ���� �� ��� � fix ��
����� ���
� let rec ��
�����% ���� 	
��� �� �� 
����
� ������ F

���� �� 4 fix
τ ::= �� '
���
 B�	� ���
�
σ ::= �� '
���
 B�	� ���
 ,�
�
�
M ::= �� '
���
 | fix B�	� �
��� N ���

��� �� �
� ����� ��� ������ �
������% ������ �
 ����	� ��� � �
� ��	
 �� ��
 ��
�������	
�
������

(δfix) fix f v → f (fix f) v

��
�
 v �� � �
�� �� �����	 ���� ��		����� ��
 �		*'�*&�	�
 �����
��%

?
 �����
 ��
 ��		����� ������� ����� ��� let rec

let rec f = λx.M1 in M2 � let f = fix (λf.λx.M1) in M2

��� ��� ��
 ��		����� ������ ��	
 ��� fix

τ ≡ τ1 → τ2
Γ � fix : (τ → τ) → τ

(Fix)

+&
� �� ��
 ���� �� 4 fix �����
�� �� =���
 
���
���&
� �� ��
� ��� �
����
 
��	��� �������
���� ��� '

� ���&
� ��
��	 �� ��
 ���	����% ���� 
��
����� �� ��� �� ���	���
� F �
 �

� �� 
����
��
 ���
*������ ���� ���*���
� ��� ��
 �	�	�� ���� ����������
 ��G
���� ��� �
	
���� ��
������� F

���� �� 4 fix 4 match
τ ::= �� '
���
 | τ + τ B�	� ���
�
σ ::= �� '
���
 B�	� ���
 ,�
�
�
M ::= �� '
���
 | injni M | matchnMM1 . . .Mn B�	� �
��� N ��� N ����

?
 ����	� �	�� ��� � �
� ��	
 �� ��
 ��
�������	 �
������

(δmatch) matchn(injn
i v) v1 . . . vn → vi v

""
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 ���
�
�
 �	������� ��� ��
 .
������� )�	�	��

��
�
 �		 v>� ��
 �
��� �� �����	 ���� ��		����� ��
 �		*'�*&�	�
 �����
��� ��� ��� ��
 ��		����� ���

��	
� ��� inj F

Γ �M : τi
Γ � injn

i M : τ1 + . . .+ τn
(inj)

Γ �M : τ1 + . . .+ τn
Γ �Mi : τi → τ ∀i = 1 . . . n

Γ � matchnMM1 . . .Mn : τ
(match)

���� 
��
����� �� ����		� 
=��&�	
�� �� ��� ���	��% ��
 ������'�	��� ���'�	���
� ��
 ��
 ���
� '��
��
 	���
� ��	��
�� �� '��	�*�� �
����
�� �
������ ��� ����
�� �������% ���� ���
� ���	�� � �����'	

�������
 �� � ��
 �	�	�� ���� ����	� '
 ���
 �

�	� �����
�  %�%	% ��
 ���
�������� ���� ��

4 fix 4 match%

�� ���	���
���

:� ���� ���
� �
 ��&
 ��
�
��
� � ���
� �
������� �	�	�� �		
� ���	�� ���� �
����
� � �
�����
�
���� �� ��	��������� ' �� H����*��	�
�*����
% ?
 ��&
 ������6
� ��
 �
		*����� �	������� � ��
H����*��	�
� �H�C�� ��� ��
 ��
�
��
� �	�	�� ��� �
 ��&
 ���&
� ��
 	�����	 ����
���
� ��� �
����
� ����	� ������� F ��
 ������
��� ���	
�
�
��� �������	��� �� ��
 ���
 ���
�
�
 �	�������� ���
���� ��
 �
���'�	��� �� ��
 ���
 ���
�
�
%

?
 ��&
 �	�
��� ����� ���� �
������ �����
��
� �� �
�� �
����
 ����
�� �� '
 ���������		�

���
� '� 3�����
�$ ρ*�
��� �)A?���% ��
 ���
 ���
�
�
 �	������� �
 ��&
 ��
�
��
� �
�
 ��&
� �
���
��
�� ���
���� ��� ��
�
 �
��� ��� ���
=�
��	� ��� ��
 
���
� �
�� �
����
 ����
�% ,�������
���� ��
 ���
 ����
� ������
� �� ���� ���
� �
 �� �	�� �����&
 ��
 
���
���&
�
�� �� ��
 ���

����
�� ����		� ��
� �� �
����
*'��
� 	������
� ���� ��	������� �
����
�% ���� ��	� '
 ��
 ��

��� �����
��� ��	��������� �� ��
� �� ���� ��� �����% H
�	��� �����
����
 ���� ��'*������ �� �
��
��	 ��
� =�
����� ���� �
 ��
 �	������ �� �����%

� ��
��	 ���	������ ���� ���		 �

�� ���
 ��&
���������� �� �� �
	� �� �
���� ��� ��
 ���
��
�� ��
 �� =�
��
� ����� ��
 ���������� �
���=�
� ��� �
��	�� ��
�
��
� �� ���� ���
�% :��

��  �� =�
��
	������
� 	��
  !���"� #� ��  ���$� 3�� �
����� G��� � �
�$ ��
 '��
� �� ������� ���'�	���
�
��� ��
 =�
��
� ��
 
���
��
� '� ��
�8 �
����
 ��	
�% �� ����
� �� ��		 '
 ���� ��
��	 �� ��� ��

	
�� ���
����	 ������������ �� ��
 ��
� �� �� ��
 ��
 �#� �� ��
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�� ���
��
� ���� ���

���
�
�
 �� �
	� ��
 ��
� �� ������ ���
� ��� �
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� 	��
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 ���� ��
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���� ������� ��
 ��
��	 ���
������� �� ������� ��� ��	�������
���
� ���  ��%
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���
��% ��$"#� @���&�&� � �	� �
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�()��-� 0% (
�6��
�� #% )�������� ��� �% �����% )��
 F �� ��	*
���� �
�
��	*������

	������
% :� )% .������ ��� �% ,��&
��� 
������� �@2�� ���
� 4DI"-% �)�� ���-%

�()/A�-� #% (����
� ;% )����
�� )% /����
�� ��� A% A�=����% B��
 B���
��� ���
 ,���
��% :� ����,
�� ����� ���
� �4�I�"D% ��
 �)� ��
��� ���-%
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�
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@
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 �
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��% :� O% �
�
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�� 
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�� A������
�% H
	�&
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� ���4%
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����� �� +�
		
�
%

�)/A�D�� ;% )����
�� )% /����
�� ��� A% A�=����% ������� B��
�% :� ����, �� �/�� &�	��
 ��4D
�� �@�� ���
� <<I!�% ,�����
�*0
�	��� ���D%

�)/A�D'� ;% )����
�� )% /����
�� ��� A% A�=����% ��
 .�� )�'
% :� ����, �� 2����@�� &�	��

��-� �� �@�� ���
� D""IDC�� ���D%

�)A?��� ;% )����
�� A% A�=����� ��� (% ?��% .
������� �	�	�� ���� 8������� F 7����
� ���
8���*���
� ����
��% :� /C�7�DE�� &�	��
 -�C4 �� ���	&�� �	�� �� @�$�&	�� ��������
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�)/A?�"� ;% )����
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&
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�����  ��
� �� ��
��
���	 )�����
� ,�
�
%
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� 4C�I4!�� D!-�%

�H�C�� A% H���� ��� .% ��	�
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� "DI<�� D!CC%
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��� ��	��������� ��� ��	% :� O% B�	�'
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��� �% �'���� 
������� ����� ���
� 4�I"�% �)�� ���4%

�O/!D� O%*B% O�������� ��� )% /����
�% ,�	&��� 
=������� �� �'����� �	�
'��� F � ��	
*'��
�
���&
� �� ���8�����% :� O%*A% A���
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