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 ������������	 ��������	� ����� �����	� � ����	��� ����

 �� ��	��������	 
 �� ������ 
������������� �� ���� ����	��� 
 ����� �� ���� �� �����
������� ���� �������� �	 �
���	� ��	�����	� �� ������ ���������� �	 �	��������	 �������	����
������	� 
������!�� �	 ��� ������ � �� ������ ���� 
 ��� 
��������������	 "���� ���  ���
#$$� $%� &&� '� $()*�
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��	����	 
 ��� �	��������	 
 ��� �� ����� ��� �	
� 
�+��� ��
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 ������ 	�� ��������� ������ 
�	� 
� ��	���� 
�,��	��� �� !�	 	�� 
�,��	��
�����	� 
��	 ��� ��������� � ���� ,���� ��� -!����� ���� #$.) 
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�	�
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�		�� ����������
"	�	 ��	����		���* ��	� ������ 	� ����� �� ����������	 
 ��������	�	� 
��	 ��� ����� � �	
��� 
�		� �� ��1� ����� � ���� 	 4��� 5 �	 ����� �������� �������� �� ��+��	�� 6�� ��	��� �
���!�1� 
��	� ���� �����  ��������	 �� 	 ����	� 
 ������ �� 
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��������� ���� � ��������# ���������	� �� 
�������� �$�������� ����%�������� ���� � � ��& � '()*#
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���� ��	� �� ��������� � �� ������ �� 	��� ��	��
���	�� ��	�� �� �� ���
�����	 
� ���������
	 ������� �� �����	 ( 
����� ����������� 
 ����������	� � �� �����	 . 	 �	�	� �� �����������
� �	
��� ����� ��	� �� ���	���� �������� ���� �� ������� �� �����	 % 
����� !��1��	� ��
�����	�����	� ��������� ��� �	� ��� ��������� � �� �����	� ' � = �	���			� 
� ������ ��		 �
� 
�����	� ������ � � 
 ������� �������

�� ���������
�� �����
�� �� ���� ����
���

>����� 
�	������	� � ��� 
��	 ����� 
����������� ����� 
������ ���1� � �	 �����	�����	

 � ��� �� ���	� 
 �� 
��������������	� ?� ������� � ���� �� ��	����	� 
 
��������������	 
 ������

���� �	 ���@	 
 ������1�� �� �	 ����� �������	� ����� �� ����� �����	�� 5

������������������ � ∀α . � ���!α" → ������ → α
������������#��� � ∀α . � ���!α" → #������� → α

�A � ��� �� �	 ��� ��������� �� �� �� ��� ����� 
� ��� � ���!τ" �� �	 
��������	 
 ��
�����	�����	 
� ������ 
� ��� τ � 6��� τ 
�		�� 	��� 	����	� $τ% ��� ����� 
 ��� � ���!τ"

�	� ��  ���� 
 ��������� ��	��
���� 
�	� �� ���� 
 �� ������� � �������� �����	� �������
������ 
��	 ��	����	 
 
��������������	 ���� 
 ��� ��2�	 5

��� �� & ������������#��� $'���!(��"% )*���*��+��)

�� '�������+'��� !," - ��

7�	 
������ ���� �	�������	 	�� �� �����!�� 
 ���� �����	� ������@�� 
�	� $τ% � 
�	� �
��� 
� ��������� 	��� ��	��
���	� ������������	� ��� 	������	 ���	��� �	�������	� ��
�����!�� ����������	� 
�	� τ � �����	� ��	�� �	 ������ 
 ��� �����

��� �����!����� 
 
������ 
� �����	�����	� 
 ���� � �� ������	 ���� ���� 
 ����
��	����	� � ��� ������� ��� ������ B����� � ;������� 
�	� #.) � ������� ���� 	��� � �����	� ���
��� :��C�� B����� � ����� 
�	� #$&)�

�� ��������
�� 
�������
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������� 
� ��	���� � ����1�� 
 ���� 	�������� �
�� 
��������	 
 ����������� � � ���	�	�� 
 �� ����������� 	��� 
�		�	� 
�	� ��� �����	 �	

��������	 �	������ 
� �������� 
 ����������	 
� ������ 
�������������

��������� ��	
 
� ���
�� 
 	�������
 �� ��	����	� 
 
��������������	� ��	�� 
��	
�����	�����	 
 ������ 
 ���� �	� � ������ �� �� �����	�����	 ������ 
 �� ����� v ���
��� �� ����	�� �� �������!� ��� � ������ 
 ���� ��� ����������	� ��� ������ � ��� ����
�	 ��	����	� �� �� ����� 
��� ���������� �� ������� ��� �	 �������� ������ 
 �� ����� ����
	 ������1�� �	  ��	���	 ��������� 
� ����� 
� ������ 
 ��� 
 ���� �  ��!� � ����� 
�

��	����	� 
 ��	��������� 
 ���� ���  ��	���	 ����� ���  ���� 
 ������ �� �� ����
������ �����!�� 
� ��� '���!τ" ��	� �����	��� �� !�	 ��� �	 	���� "���� � ��	�������� . /*
�� ����� ��� �	 !��� ������ � & ������ ��	�	�	� ��������	� 
� ������ 
 ���� τ � '���!τ"�
D���	� �� �� �����	�����	 ������ 
��	 ����� 
�		� ��� ��� �������!� ��� �������� ����
	�	 ����� 5 ���  ���� ��	��� E ��� ��� �	
�,����	� �� ���� !����	� 	���� �� ���� �
����� ��	�������� ��	���	� 
��	 ��� ��!�������

�+�� ������ ���� ��� ������� �� ���������� �� �������� ���,&� ��� ����������� �� �-��� �. ��� ���� �� ���
����������� ���������� ��� �� �������# /�� �&������ �� �-�� 01��� ��� ���� ��� ����� ��� ���������#

��� ����� �$����� �� ���������� �������� ���� �� ����� ��� ����������� ��������� � �-��#
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F��� �� 
��������������	 ��	� ��������� �� ����

������	����
� �
 ��	
� 
� 	������	����
 ?�� 
���	� � ��������� 	��� ����� ��	��
� ������ �� �� ����� �� 
 ��� ∀α . !'���!α"×'���!α"" � �� �� ����� �����	� ��
!�	 �� �����	�����	 
��	 ���� !v1� v2"� 	��� 	��� ���1	��	� � ������ �� v1 � v2 ��	�
����� 
� 
 ��� ∀α . '���!α"� �������
�� '���!∀α . α"� G	�������	�� �	 ����� 
 ���
∀α . !'���!α"×'���!α"" �� 	��������	� �	 ���� 
 ����� ��
�� � �� 
�	� ����� 
 ���
!'���!∀α. α"×'���!∀α . α""� G� ������ �� 
������������� 
 ���� #() ��� 	��� �	
���	� ��
∀α . !'���!α"×'���!α"" �� �������	� � ∀αβ . !'���!α"×'���!β""� ��� ������� �� �������	�
� !'���!∀α. α"×'���!∀β . β""� � ������������ 
� ������ 
 � ��	��� ���	�� �	 �!�	� 

�������	�� "
�����	��� ���� �	 ����� ���  ���*� ��� ������ ���� 
�	� 
 �	���� ��
�����!�� 
 ��� 
 ���� �� ����� ������	� 
 �����!� ���� 
����	�� 
 ����� �� ������ � �	���
� ��������� ����� ���	�������� 
 �� �����!� ����� ���	���� -	 ���	����� 
�	� 	�������	�
� ��� ∀α1, . . . , αn.τ 	 τ [(∀β.β)/αi]i=1..n� ������������	 ��	���� 
 ��� ������ � 
 ���
���	���������	 ��� ����������� 
 ����������	 �� �� �� �	 �� ��	� � ������ ����	 "����� 
*
����� �� 
 ��� ∀α.α� ����� ����������� ����	 	 ������

7� ��� 
�,���� ��� ���	���������	� 	��� �	���
����	� �	 	����� ��	���	� 	��� ��
��� �����	��� ∀α.α� � �	 ���
���� � ������ ∀α1, . . . , αn.τ 	 � ��� τ [�/αi]i=1..n� �!�	� 	
�����2�	� ����� �� �����!�� 
 ��� ����������	� 
�	� τ ��� �� D��� 	����	� σ̄ �� ���� �!�	��

 ��� ��2�	� ����������� ���������� 
�	� ��� �	 ��� ��	� �����!�� �� ��� 
��	 ������ 
 ����
� 
��� ������ ��������� ���� � ������ �� �� ����� �����	� �� 
� ��� �� ���������	� 	�� ��

� 	����	� 
 ���� ��� ��������� ��� � �����1� $�

������
 ?� �� ����� � ������ �� �	 ��!� "��	� ������� 
�	�*� ����� �� ����������	 ��	���� 	
�	 ����� �������� 
 �� ����� 	 �����	
�� 
��!��
� ?�� ��� ��	��� �����	� !���� ��	� ���������
�� �� ����������� �����!� �� ���	 
� ���	���� ��� � !��� ��	�����	 � 
�	�� � ��� 
 ��� σ̄1

� ����	 ���� ���	��� ��� ����� 
���� 
 ��� σ̄2� ?� σ̄1 � σ̄2 ��	� �	�������!��� �	 ��2�	 ����
� !��� 
���� � �� ���� 
 ��� σ̄1 � σ̄2 �� 
���� 
��	 ��� �� 	��� 	����	� σ̄1 ∧ σ̄2 � ��� �� �	
�	����	������� #&$� $8) 
 σ̄1 � σ̄2 5 �	�������	�� ���� ��� � �� ���� 
 ��� σ̄1 � σ̄2� �� ����� 	

��� ��� ����� 
 �������	� ��� ���� ���������1� � �	 ��� 
 σ̄1 �� σ̄2� D���	� ��� ����	 ���� ��
�	����	������� �������� 	��� �����	� 	 ��������� ����	 ��� ���� � !��� ������� � �� ������ ���
	 ��	� ������

����
� /	 ����	� 
��	 ����� 	��� 
��	� 
����	��� �� ���	���� 	 ����	�	� 
 ��H�	������

� ����I� �������
�� 
 �� �������	� �����	� ��		  "�J�* � ������ �������	� � ����� 
�
���	���� 	 ����	�	� 
 ��H ������I 
 �� �J�� �������
�� 
� )���	,�	 
 ��� �J�� /	 ,��
���� � ��	� � ��� � �� � ��� 
��	
� � �� �J� 5 �� ���	���� 	 ����	�	� 
� ��	� � ��	�
������� 
 ���� ��� ��	� �	����	����� ���� �����
��	�� K	 ���� ��		�� �� ��	����	�� 

��� ������� � �����	 
� 	4�
� ����	� 
 �� �J� ��� ��	 ��	� �� �	 �������� ���������	�
��� �J� � ������ 
��	 
 �� ����	�� ��	� 
 �� ��	����	� 
 ��� �������� 0���	� � ���������
��������	 �	��	�� 
� ���	���� ��� �� 	4�
� ����	� 
 �� �J�� �	 ����� �� �� ��	����	� �������
� �����	 
 �� ���	���� �� �	 �	���	� 
 �� ��	����	� ���� ��� � ��	� � ��� �1� ��� � 	4�
�

6��� ������ ��� ����	�����	 �	������ 
 ������������ � �������� 
 �� ����� �� ��� ,����
	 �����	
�� 
��!��
� ����
�	� �� ����������	 
� 	4�
� ��������� 6��� �	 ����� v 
�	� � 	4�

����	 �� ������� n ����� �	 ���� ����	�� �� n ���	���� ��� � 
����		�� �	 �������� �� ����� v
���������	�� ?� �	 � �������� 	��1��	� � ��	� � 
 v 	 	 �	��	���	� �� m < n ���	����
��� v� ����� � 	4�
 ����	 
 v ���� ����� 
��	 ���� 5 ����������� ������ ����� �� �J� � �� �����
���������	�� ���	 ���1� ������� 
�	� ����
� ���������� 
 
��	
�	��

��� ������ � �-�� ∀α.α ��� ������� ��� �� ���� !� ��� �� ����������� !� ��� ������� ��������� �����"������
������� �� ��� ��� ��� ������� ����� �� ������� �� ����� ���� � ������� �������&#
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7��	� 
 
����� 	 
����� �� ����������	 
� ������ 
������������� � �	� ���� ��������	� �� ������

 ��� ���
 5 	��� 	 ��	��
���	� 
�	� �� ������ �� �� ������ ��	������� 
 ���� 
 !�� �

 ���� ����!����� "	�������	�� � �	��	� 
�������	��*� /	 ����������� �	 	 ��	��
1��� ���
��� �� �!��� � ������ ��	����		���� �� ������	� ���� � � 
 ������� ����� 5 ��� ���	� 	 ,� 
�
���!�1�� � 2����� ���� 
�+���� �� �� ������ �� 	��� ���
��	�� D��� 	 ��	��
���	� ��� 	�	 ����
���� � ���	� �� ���� 
 
�		�� ����!�� 5 	��� � ���	
��	� � �� �	 
 �� �������

���!����� ���	����� �� !�	 ��� 
 ������ �� ����������� 
 ����������	 �� ������ "���
9 � �����1� &*� �������
�� �� �� �� ����������	 
 v : σ̄ �������� ����� �	 �������� e 
�	� ��
������������	 ����� v ����1
 ,�����	� ���� �� ���� �����	��� ��� σ̄� ��� �������� ��� �
�����1� 
 ��������	 
� ����� 
� ���������� �� ��� ����� v ��� ��� ������� 
�	� �	
��	� � 
� ������	 ���	
�	� �	 ����� 
 � ����

K	 ���� �!����� �� �� ��������
 
 ����������� "��� ( � �����1� 8*� �������
�� �� ����
�������� e 
 ��� τ ��� ��� ��������� 	 �	 ����� v 
�	� �� ����������	 ��� ����������� ���������
;��������	�� ��� ��������� 	��� ��������� �� �� �� ���� 
 ����� 
 e : τ 	������� ��� ��
�1�� 
 ����� ��������� 
 �� ��������	 #&E� $9)� 0�	� �� �������� ��,� 
 ��� ���������	 �����
���!�!��	� ��1� �����	���

���� ��������	


� ��	��� 
 ������ �������	
 � �	 �����	��!� 
� ��������� ����� �����!��� 6�����
	��� 	��� �����	� 
�	� � ��
� 
� ��	���� � �� ;�� � ��	��� ����� ��	��
���� �� 	��� �����	�
>���;�� �� 
�		� ��� �� �������� �����	� 5

e ::= n 	���	�
| p ������'	 ��!�/���� �� 2�����	
| r ������'	 ��!�/���� �� )�)'	
| (e, . . . , e) �.�2'	�
| Ci )�����)�	�� )������
| Fi(e) )�����)�	�� ��� )������
| �
� (p1, . . . , pn) = e′ � e ��� pi ∈ ��(e), ∀i = 1..n 2�����	
| �� (r1, . . . , rn) = e ��� ri ∈ ��(e), ∀i = 1..n )�)'	

�A ��(e) 
����	 ��	��!� 
� �����!�� ��!�� 
��	 �������� e�

D���	� �� ���	 ����� �� 
���������	� �
� � �� 
� ��������� 
���� ���'	� �������
�� 

	��	���
��� �� 
� 	��� 
 �����!�� ��� ��	� ,�����	� �������� 
�	� ��� ������ �� �����	 	
�� �� �� ��������� ���	� ���
���� 	 
� ������ ��� 
���	� ��� 
� ������ ��		 �� K	

���������	 
 �����!� �	������� ��	���!����� � ���
��� �	 ����� 	�	 ��		 �

0 ����� �	 ��	
 ���	 
 
����	��� �� ���	���� H�	��	�I � �	 �J� 	���� r � �	���
���� ���
�� ��	��������	 �������� ��� 
� ���	���� H ��	�I ���!�����	� ������	� � ������� 	���� p� �
�	���
���� ��� �� ��	��������	 �
��

��	
� �
� 	�������
� ��  ������	� 
 ��� τ ��	� ������ � ������ 
 ���� 
 !��� 

�����!�� 
 ����� � 
 ���� ����������� �� 	����	 
 ������ 
 ��� "	���� σ* �� ��������� ��	��
�� �� 
��	����	� 
 ���� 	���� δ�

τ ::= α | Int | (τ × . . . × τ) | T (−→τ )
σ ::= ∀α.τ | τ
δ ::= T (−→α ) = � C1 � . . . � Cn � F1(τ) � . . . � Fk(τ) �

�� ���� 
 	������ ��	� 	���� ���� 
� ���
���� �������	� 
������ �����!�� 6��� ��������
�� ����	�����	� �� 
��	����	� 
 ���� ��	� ��	��
���� ���� �������	� ���������� � ��
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F��� �� 
��������������	 ��	� ��������� �� ����

��	��������� 
 
�		�� ������ �	���
���	� ��	� �������� 
����	��� �� �	� 
� ������ ��	 ����	
��	�������� 
 
�		�� �
	��� 
 ��2�	 	�	���!���L �	 ��	�������� 
 ���� G��� −→α �����	� ��
�����1��� ������ 
� ��	�������� 
 ���� T � �� Ci ��	� �� ��	��������� ��	���	�� � �� Fi( ) ��
��	��������� 	�	 ��	���	����

6��� �	 �������� 
�		�� ��	��!� 
 �� 
��	����	� 
 ���� �� 	��� ∆� /	 	���	� θ ��
��!��������	 ��� ������ �� −→τ �� −→α � �	 ���� ���� T (−→α ) 
��	� 
�	� ∆ 5

∆(T (−→τ )) = � C1 � . . . � Cn � F1(θ(τ1)) � . . . � Fk(θ(τk)) �

� ��� 	��� ���� 
�����
� 
�����	� � �� 
��	����	 �	���	��� 
 T �

�����
�
� �
 ��	��
 �� 	����		�	�� 
 ����� ��	� 	���� Γ � 
��	�� ��� 5

Γ ::= ∅ | Γ ⊕ {p : σ} | Γ ⊕ {r : σ}
-	 �������� ����	� Γ ���� �	 ��	����	 �������	� � �	 	�� 
 ���	��� q "�A q �� �	 ���	���
p �� r* �	 ������ 
 ��� Γ(q)� -	 	���� ���(Γ) ��	��!� 
� �����!�� q ���� ������ Γ(q) ��

��	� �� Γ\{q1, . . . , qn} �� ���������	 
 Γ � ���(Γ)\{q1, . . . , qn}� /	�	� �	 �!����� �� ��	����������	

��	 ��� τ 
�	� �	 	����		�	� Γ 	 	���	� 5

���(Γ, τ) = ∀−−−−−−−−→��(τ)\��(Γ) · τ

���������� �	������	�
� -	 	���� 5
M τ ≤ σ "τ �� �	 �	���	� ��������� 
 σ*� �� σ ������� ∀−→α .τ ′ � ����  ��� �	 ��!��������	 θ
��� �� ���(θ) = {−→α } � τ = θ(τ ′) N

M σ 	 σ′ �� ���� �	���	� ��������� 
 σ �� ����� �	���	� ��������� 
 σ′ "	 
������
����� σ′ ��	��	� ���� 
��	���	�� 
 ��� �� σ*�

O�	
�	� �� ������	 
��	���	������	 ��������� �� 	����		�	�� 
 ������ �	 ������ Γ 	 Γ′ �� 5
M ���(Γ) = ���(Γ′) N
M ∀p ∈ ���(Γ), Γ(p) 	 Γ′(p) N
M ∀r ∈ ���(Γ), Γ(r) =α Γ′(r)�

P������	� �� �� ���	���� ��������� �2���	� �	 ������	� �������� 5 ���� �	���	��� �	
	����		�	�� �	 	 ��� �	���	��� �� �� ���� �������� � 
� ���	���� 	�	 ��������� "	����
p*� �� ���� �������� � 
� ���	���� ��������� "	���� r* 
���	�� ���	� � � � ���� �	���	��� � �	
�	����� ��1�� ���� 
 ������� ��� 
����	����	 �� 
� �� ������	� 
�,��	� �2� ��� ��
���	���� 
 ������ Q ���� ������ 
� ���� 
����	��� ��	� �	����	���� Q 
 ���� �2� ��� ��
���	���� ���������� 
�	� �	 ����� ������	� �� � ��� �� �	 �	���	� 
� ��� 
� ���� 
�	� ���
��	� ����	�

���� ��	��


� ��	��� 
� ������ �� 	��� ��	��
���	� ��� ��� �����	�� ��� �� �������� �����	�� ��
!���� �����	�	� 
 �� ������ ������ � ��	� 
���� 
��	 ����� 	��1� i� 
��	 ����� n � 
 n
������ ��	�	�� 
�	� �����	 
� ������� F��� �� ���	���� ��	� 
������� 5 ��� �	
���	� �� ����	�

 ������ �� 
 ����� ,������ 7���	 ���	��� 
������ 	��� ����R�� �� ��	��������	 
 �� ������
� ������ 
 ��� �����	�����	 ��������� �� 
����� � �� �����	 %�

v ::= n | p | r 	���	�� 2����	�� 	� 2����	�� ��)���3
| Block(i, v1, . . . , vn) �'�) �''��� !	 ���/�	 i ≥ 1 	� !4����� n ≥ 1
| let (p1, . . . , pn) = v in w 2�����	
| fix (r1, . . . , rn) = v )�)'	 �)��2����	 3���	�	�� )���	,	�

�+�� �� ����������� ��� !� ��� ����������� �� ������� ��������� � ������ �,� �� ������,�� �� ������������# ���
����������� �2����� �������� �� �%�� ��� ��� �� ����� ������������� ���������� ���� �� ��� ��� �2�����#

$8%



:	��� ;��	� < �������� 

��	
� �
� ���
��� �� ���� 
� ������ ��	� ��	������� ���� �� ���� 
� ��������� �A �	
��	���	� 	��� � �����	��	� � ��� ��
� ���� ���� �� ���� 
� �����!�� 
 ����� -	 �� 	����
���� 
� ���� 
 �� �������� �����	� 5

σ̄ ::= � | Int | (σ̄1 × . . . × σ̄n) | T (σ̄1, . . . , σ̄n)

-	 �� 
��	�� �������	� ���� �� �����	��	�� 
 ������ 
��������	� 
 ������� 
 ���� �����
�� ������	 
��������	� �� 	��� ∼ � �� 
��	� ��� 5

∀α1, . . . , αn.τ ∼ ∀β1, . . . , βm.τ ′ �� � ����	� �� τ [γ/α1, . . . , αn] = τ ′[γ/β1, . . . , βm]

�A γ �� �	 �����!� H���@��I� /	 
������ ����� 
� ������� ��	� �������	�� ����� 	 
�,1�	�
����� ������	�� 
 �����!��� G� �� ����
��� �� ��� ������	 �� �	 ������	 
��������	��

-	 � ��	���	� �����	� �� �����	 
 �� ������ 
��������	� ��	��	� 
� ������� 
 ����
��� ��	� ��������� �� �	� �� 	��� ���	� 
�		� � �� �����	 8� � � �����1� $ 
���	�� ��� ����
�	  ������	 ���� e ����!� ��� �	 ������ 
 ��� ���� σ� �� 
�,��	�� ��!�� 
 �� ����� 
 σ
��	� ����� 
� ���� ����
� ���� e�

� �����	��	� 
 �� ����� 
��	 ������ σ ��� ��� ������� ��� �� ��	����	 ��	� ��	�� 
��	� 5

��	�(∀α.σ) = ��	�(σ)
��	�(α) = �
��	�(Int) = Int

��	�((τ1 × . . . × τn)) = (��	�(τ1) × . . . × ��	�(τn))
��	�(T (τ1, . . . , τn)) = T (��	�(τ1), . . . , ��	�(τn))

G	����	�� �	 	���� )1	��(σ̄) � ���� ��	���� 
� ������� 
 ��� 
 �� ����� �����	�� ��� σ̄�

-	 ������ σ̄ 	 σ̄′ �� )1	��(σ̄) 	 )1	��(σ̄′)� /� 	 	���	� Γ̄� Γ̄′� � � �� �� 	����		�	�� 

����� �������� 
��������	� 
 �� ���� q : σ̄� �	 ��	
 ��� ������	 
��	���	������	 ���������
�� 	����		�	�� 
 �� ��� ��	�1� �� ���� �� ������ 
 ���� 5 	  ���	� ��������� ��� ��
���	���� ����������

���� ���������� �	
 ��������	
 	� ��	��


� ������ 
��	 �������� � �	 ����� �� ������ ��� �� ��	����	 
 ���
�����	 �����	� 5

[[ n ]] = n
[[ p ]] = p
[[ r ]] = r

[[ (e1, . . . , en) ]] = Block(0, [[ e1 ]], . . . , [[ en ]])
[[ Ci ]] = i

[[ Fi(e) ]] = Block(i, [[ e ]])
[[ �
� (p1, . . . , pn) = e′ � e ]] = let (p1, . . . , pn) = [[ e′ ]] in [[ e ]]

[[�� (r1, . . . , rn) = e ]] = fix (r1, . . . , rn) = [[ e ]]
��� ���
�����	 �
	��� �� 	���� � �� ��	��������� ��	���	�� 
 ��� ��	�� ��	�� �� ��
��	��������� ��	����		�� 
 ��� ��	� � 
 ��� ������ �� ����������	 
 ���� � ������ �	
����1
 ��� � ���� !�� 
 ��� �� ��!���S��� �	���
���� ��� ��� ���
�����	�

���� ��������������� 
��
 ������	

���	����	�������	 �������� 
 
� ���� 
� ����� ��
� ���
��� �	 ������1� ���� �����
�	����	�������� 
�	� �� 
� ������ ��	� 
� �	���	��� 6���� �� �	����	�������� 
 
� ����

�		��� � ������ �� ���� ��� �� � ���	� ��	����� �	���	� 
 ���� �� ������ ���������	�� ���	���
�	�������	 ���
��� 
�	� 
� ���� ��� �����!��� D��� 	 
�		�	� ��� �	 
��	����	 ���1��	�

�,��	�� �� 	��� �����	� ���5)����� �� ������	 � ��� 	������� ��� 
 �����!�� ���� ��
��	���	� �� ���
��� ������ 
� ���� � �	����	��� 	��	� 	 ��	R��� �� �A ���	����	�������	

$8'



F��� �� 
��������������	 ��	� ��������� �� ����

�������� ���
������ �������� ���� �� ��� �����!�� ��������	� ��	�� �������� ������	�� 
��	
��� ��	R��� 	��� ���
����	� �������� ������	�� 
� ��� � ��� ������	� ��� �	���	����
�	
��	
���	� �� �	� 
� ������ ��	������	� � ���	������	 �� 	��� ������ �� ������������

 ���� �	���		�� � �� �����	 8� ���	����	�������	 ��	� ������ 
 σ̄1 � σ̄2 �� 	��� σ̄1 ∧ σ̄2� �
�� 
��	� ��� 5

Int ∧ Int = Int
(σ̄1 × . . . × σ̄n) ∧ (σ̄′

1 × . . . × σ̄′
n) = (σ̄1 ∧ σ̄′

1 × . . . × σ̄n ∧ σ̄′
n)

T (σ̄1, . . . , σ̄n) ∧ T ′(σ̄′
1, . . . , σ̄

′
n) = T (σ̄1 ∧ σ̄′

1, . . . , σ̄n ∧ σ̄′
n) � T = T ′

σ̄1 ∧ σ̄2 = � !�� ��� '	 ����	 )�

0�	� �� ����� 	 �����	� ���� �����	� � ���	����	�������	 ��������� 	��� ������	� ������	� ����.
���5)����� ���� 
�	��� ���	����	�������	 ��	� �������

-	 ����� � 	��� ���1!� 
 ���� �	 ����	� 	��� ⊥� 	��� ���� ���	����	�������	� �� ����	�
��� ������� ���� ������1� 
 ��� �	����� ���� �� ���	���� ������ ����������� 	�� 
�	� ���
������ � ��� 	��������	� �	����	��� ��� � ��� 
��� ���	� �	 ������	� 
 � ���	��� 5 	
,�� �� ��	����	�� 
 ��������	 
� ���������� ��� �����	� �� �����!�� ���� 
�������@�� ��!��
�� 	��	� �	 ���� 
�	� ��� ����� "����	 
���������	 	��� �	����* ��	�� ��� ���
�����	� ���	������
�� ������� G� 	 ������ �� ⊥ 	 ��� ������ ������� ���� �����	� 
 �� ��	����	 
 ����������	�

�� ������ �����
��� � ���
�	��
�� � ����

�� ����������	 �� �����	�� ��� � ������ 
 
���(Γ̄, σ̄, v) �A Γ̄ �� �	 	����		�	�� � σ̄
� v ��	� ��������	� � ��� � �� ����� � ������� K	 ���� 
���(Γ̄, σ̄, v) ���
���� �	 �����
(e, Γ̄′) �� !�	 �������� /	 ��� 
 ����1�� Γ̄′ �� �	 ��	����������	 
 Γ̄ "� �� ��	���� � ���
8*� � e �� �	 �������� 
�	� �� �����	�����	 �� �� ����� v� K	 ���� �	����� � 
��� �� 

�� ���� 
���(∅, σ̄, v) � ���
���� �	 ���� (e, ∅) 	 ��� 
 ����1�� K	 �	�����	� 
 ��� ��	����	
�� �� ��(v) ⊆ ���(Γ̄) 5 	 
������ ���� ���� �� ���	���� ��!�� 
 v � ���	� �����!�� �	
��� "��	�����	� ⊥* 
�	� Γ̄� G� �� 
 ��� �� 
�	� �	 ������	�����	 ,����� �� ��������� �
!��	�� � ��������� �� �����  ���	� � �� �	
� 	 �������� �� �� ����������	 ��������

-	 	���� Γ̄ ⊗ {p : σ̄}� ��	����		�	� Γ̄′ �� �� Γ̄′(p) = Γ̄(p) ∧ σ̄ � Γ̄′(p′) = Γ̄(p′) ���� p′ �= p�


���(Γ̄, Int, i) = (i, Γ̄)


���(Γ̄, T (σ̄1, . . . , σ̄m), i) =
�
� � C1 � . . . � Cn � F1(σ̄′

1) � . . . � Fk(σ̄′
k) � = ∆(T (σ̄1, . . . , σ̄m)) �

�� 0 < i ≤ n ��
 (Ci, Γ̄) 
��
 ������



���(Γ̄, T (σ̄1, . . . , σ̄m), Block(i, v′)) =
�
� � C1 � . . . � Cn � F1(σ̄′

1) � . . . � Fk(σ̄′
k) � = ∆(T (σ̄1, . . . , σ̄m)) �

�� 0 < i ≤ k ��

�
� (e′, Γ̄′) = 
���(Γ̄, σ̄′

i, v
′) �

(Fi(e′), Γ̄′)

��

������



���(Γ̄, (σ̄1 × . . . × σ̄n), Block(0, v1, . . . , vn)) =
�
� (e1, Γ̄1) = 
���(Γ̄, σ̄1, v1) �
. . .
�
� (en, Γ̄n) = 
���(Γ̄n−1, σ̄n, vn) �
((e1, . . . , en), Γ̄n)


���(Γ̄, σ̄, p) =
(p, (Γ̄ ⊗ {p : σ̄}))
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���(Γ̄, σ̄, r) =
�� σ̄ 	 Γ̄(r) ��
 (r, Γ̄) 
��
 ������



���(Γ̄, σ̄, (let (p1, . . . , pn) = v in w)) =
�
� (e, Γ̄′) = 
���(Γ̄ ⊕ {pi : ⊥}i=1..n, σ̄, w) �
�
� (e′, Γ̄′′) = 
���(Γ̄′\{p1, . . . , pn}, (Γ̄′(p1), . . . , Γ̄′(pn)), v) �
((�
� (p1, . . . , pn) = e′ � e), Γ̄′′)


���(Γ̄, (σ̄1, . . . , σ̄n), (fix (r1, . . . , rn) = v)) =
�
� Γ̄′ = Γ̄ ⊕ {ri : σ̄i}i=1..n �
�
� (e, Γ̄′′) = 
���(Γ̄′, (σ̄1, . . . , σ̄n), v) �
((�� (r1, . . . , rn) = e), Γ̄′′ \ {ri}i=1..n)

0�	� ���� �� ����� ��� 5


���(Γ̄, σ̄, v) = ������


 � �����
���� � �!�����
���

D��� �	�	2�	� 
�	� ��� �����	 �� ���������� �� ��������� ����������� 
 ����������	� D��� 	

�		�	� ����� �� ������� 
 ������ ���� �	����	� � ����� � � ������ � #$E)� �A �� ������ ������
�� ����� �����1���

���� �����	 �	
 ��������	


�� 
�������	 
 ����� � ������ ��	� ������ �� ��������� �� �� 
�������	 ��!����� 
 �����

 ;� ��� ��������	 ��������� #&E)� 6����� 	��� 	 ��	��
���	� ��� �� ������ ����!��� ��
��	����������	 	��� ��� ������ � ���������	�

�� � � �MLrec

! ��	��
 ������"�
 �
� 	�������
�! ��
� �#������ 	������	�


Γ �MLrec

n : Int
τ ≤ Γ(p)

Γ �MLrec

p : τ

τ ≤ Γ(r)

Γ �MLrec

r : τ

∀i = 1..n, Γ �MLrec

ei : τi

Γ �MLrec

(e1, . . . , en) : (τ1 × . . . × τn)

Ci ∈ ∆(T (−→τ ))

Γ �MLrec

Ci : T (−→τ )

Fi(τ ′) ∈ ∆(T (−→τ )) Γ �MLrec

e : τ ′

Γ �MLrec

Fi(e) : T (−→τ )

Γ �MLrec

e′ : (τ1 × . . . × τn) Γ ⊕ {pi : ���(Γ, τi)}i=1..n �MLrec

e : τ

Γ �MLrec

�
� (p1, . . . , pn) = e′ � e : τ

Γ ⊕ {ri : ���(Γ, τ ′
i)}i=1..n �MLrec

e : (τ ′
1 × . . . × τ ′

n)

Γ �MLrec

�� (r1, . . . , rn) = e : (τ1 × . . . × τn)
(∀i = 1..n, τi ≤ ���(Γ, τ ′

i))

P�����	� #$9) �� �� Γ′ � Γ � Γ �MLrec

e : τ ����� Γ′ �MLrec

e : τ �

�� �$� �� ! � ������
 �
 ��	
� ���
�����

D��� �	���
����	� ��� �	 ��	�1� 
 ���� 	�� ��������� ��!�'� ������������ 
 �����
�������	� � �	 �������� e �	 ��� σ̄� �A �� �����!�� 
 ���� �	� ��� �������� ��� �� ��	���	�

$9E
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��������������	 ��	� ��������� �� ����

��
-	 
��	�� � ���
���� Γ̄ �� e : σ̄ ��� � ����1� 
 �1��� �����	� 5

Γ̄ �� n : Int

σ̄ 	 Γ̄(p)

Γ̄ �� p : σ̄

σ̄ 	 Γ̄(r)

Γ̄ �� r : σ̄

∀i = 1..n, Γ̄ �� ei : σ̄i

Γ̄ �� (e1, . . . , en) : (σ̄1 × . . . × τn)

Ci ∈ ∆(T (−→̄σ ))

Γ̄ �� Ci : T (−→̄σ )

Fi(σ̄′) ∈ ∆(T (−→̄σ )) Γ̄ �� e : σ̄′

Γ̄ �� Fi(e) : T (−→̄σ )

Γ̄ �� e′ : (σ̄1 × . . . × σ̄n) Γ̄ ⊕ {pi : σ̄i}i=1..n �� e : σ̄

Γ̄ �� �
� (p1, . . . , pn) = e′ � e : σ̄

Γ̄ ⊕ {ri : σ̄′
i}i=1..n �� e : (σ̄′

1 × . . . × σ̄′
n)

Γ̄ �� �� (r1, . . . , rn) = e : (σ̄1 × . . . × σ̄n)
(∀i = 1..n, σ̄i 	 σ̄′

i)

%
��
  �� Γ̄′ � Γ̄ 	� Γ̄ �� e : σ̄� �'�� Γ̄′ �� e : σ̄6

&��#�� �
 	�
��
 6�� �	
�����	 ��� ����!� 
 ����� 
 Γ̄ �� e : σ̄�

���� ������	��	 	���	 �MLrec

	� ��

%
��
 $ ���	�� �� 2�������	 e� �� ��2	 τe 	� �� 	�������	�	�� Γ6 �� Γ �MLrec

e : τe �'�� 2���

Γ̄ = ��	�(Γ) 	� σ̄e = ��	�(τe) �� � � Γ̄ �� e : σ̄e6

&��#�� �
 	�
��
 6�� ��������� ����������� 
 ����!� 
 ����� 
 Γ �MLrec

e : τe�

��#����
  �'"�����
�
� ���	�� �� 2�������	 e� �� ��2	 σ̄ 	� �� 	�������	�	�� Γ̄6 �� Γ̄ �� e : σ̄

�'�� 2��� Γ = )1	��(Γ̄) 	� 2��� ���� τ ≤ )1	��(σ̄) �� � � Γ �MLrec

e : τ 6

&��#�� �
 	�
��
 6�� �	
�����	 ��� �� 
��������	 
� ����	� Γ̄ �� e : σ̄ � ��� ��� ���	 �� 
�	�1�
�1�� ��������

����  ���	�����

%
��
 ( ���	�� ��	 ��'	�� v� �� ��2	 σ̄� 	� �� 	�������	�	�� !	 ��2	 Γ̄ �	' /�	 ��(v) ⊆ ���(Γ̄)6
�� 
���(Γ̄, σ̄, v) = (e, Γ̄′) �'�� �

�6 ���(Γ̄′) = ���(Γ̄)�

�6 Γ̄′ � Γ̄�

%6 [[ e ]] = v6

&��#�� �
 	�
��
 6�� �	
�����	 ��� �� ����� ��������� 
 
���(Γ̄, σ̄, v)�

%
��
 ) ���	�� ��	 ��'	�� v� �� ��2	 σ̄� 	� �� 	�������	�	�� !	 ��2	 Γ̄ �	' /�	 ��(v) ⊆ ���(Γ̄)6
�� 
���(Γ̄, σ̄, v) = (e, Γ̄′) �'�� Γ̄′ �� e : σ̄6

&��#�� �
 	�
��
 6�� �	
�����	 ��� �� ����� ��������� 
 
���(Γ̄, σ̄, v)�

��#����
 $ �����
����� ���	�� ��	 ��'	�� v� 	� �� ��2	 σ̄6 �� 
���(∅, σ̄, v) ����� 	� )�')�'���
�� 2�������	 e� �'�� � ∅ �� e : σ̄6

$9$
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��
��
 � ��� 8 	��� �	
��� 
���(∅, σ̄, v) = (e, ∅)� ���� 	���� �	 ����������	 
���� 
�
��� 9�

� �����1� & � � ��� 9 	��� �	
���	� �� �� �� ����������	 
 v ������� 	 σ̄� ����� �����������
���
��� �	 �������� e 
�	� �� ����� �� v � ��� �� ����!� ��� σ̄� ��� �	
 !�	 ���
��	�
�	���� �� ���
�����	 
 e 
�	� �	 ������	�����	 ,���� 
 ������������ ��� ��� � !��	� �
�	
� v 	 �������� 	 ��� 
 ����1��

����  �������	

D��� ��������� 	��� ��� ������ 
�	� � �	� �A ����  ������	 �
����	� �	 
��������	

 ����� 
�	� �MLrec

	 ��� ��� ������	� ������ ��� 	��� ���������� /	 ,�� �� 
��	����	�

 ���� 	�	 �������� ����	���	� 
� ��	��� ����� ������ �����	� 
��	����	� 
 ��������� 


�		�� ��������� 	������	� �	 ����� ��������� 
 �� ��������	 ���� ��� ������� 	 ;�� ?���
���  ��� �� 
��	����	 
 ��� 5

Nest(α) = � . . . � B(Nest(α × α)) � . . . �

� ��	��
���	� �� ����� �� (r) = B(r)� -	 ��	�� �����	� �� ��� ����� ��� ����� � ���
Nest(Int) 5

{r : ∀α.Nest(α)} �MLrec

r : Nest(α × α)

{r : ∀α.Nest(α)} �MLrec

B (r) : Nest(α)

∅ �MLrec

�� (r) = B (r) : Nest(Int)
(Nest(Int) ≤ ∀α.Nest(α))

��	
�	�� ��������	 
��	
 � ����������� 
 ������ ��� ��� �������	� ������� �� ������ 	
�	��	� 
 ������ �� Nest(Int × Int) 	 Nest(Int)�

D��� ����	� ��	��� ��� ��	�� �� 	��� ��������� �� ������ ���� ���� ����� ����!� ��	�
����� ������ � �� ��������	 ���������� ?��� �ML � ����1� �!�	� 
 �MLrec

	 � �����2�	� �� �1��

 ����� ��������� 
 �� ��������	 ��� �� �1�� �������� 
 ����� "��	������* 
 �� ��������	 5

Γ ⊕ {ri : τi}i=1..n �ML
e : (τ1 × . . . × τn)

Γ �ML
�� (r1, . . . , rn) = e : (τ1 × . . . × τn)

%
��
 * ���	�� ��	 	,2�	��� e� �� ��2	 τ 	� �� 	�������	�	�� Γ �	' /�	 ��(e) ⊆ ���(Γ)6 ���	��
��	 ���������� θ 	� �� ��2	 σ̄ �	' /�	 ���(θ) = ��(Γ) ∪ ��(τ)� 	� ��(	��(θ))#���(θ)6 
���
σ̄ = ��	�(θ(τ))6
�� Γ �ML

e : τ �'�� 2��� ���� Γ′ 	 θ(Γ)� �� � 
���(��	�(Γ′), σ̄, [[ e ]]) = (e, Γ̄′′) �7 Γ̄′′ = ��	�(Γ′′)
��	) Γ′′ 	 θ(Γ)6

&��#�� �
 	�
��
 6�� �	
�����	 ��� �� 
��������	 
 ����� Γ �ML
e : τ � � ��� ��� ���	 �� 
�	�1�

�1�� ��������

��#����
 ( ����	�#���
� ���	�� ��	 	,2�	��� )'�	 e 	� �� ��2	 τ 6 �� ∅ �ML
e : τ � �'��


���(∅, ��	�(τ), [[ e ]]) �����6

��
��
 ���� �	 ��� ���������� 
� ��� (�

��!�  ���	"��� �� �������


6��� �	 ����� ��	� ����� ����������� 
 �������� �� ��	���� 	 �� ����� N 
� �������� ��
�����	��	�� /	 ,�� � ���� 
��	����	��� � ��� 
 ����� �� �����	�� � �	 !��� ������� ���	�
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F��� �� 
��������������	 ��	� ��������� �� ����


 ��������� � 
�	�� ���� 
 	 ��������� ����	 ��� ���� ��	��!� 
 �� ������ /	 ����	�

 ����� �� ���� ������ �� ���� 
 � �������� ���� 
 ���
	��������	 � 
� ��� 
� �J�� ��� �� 
�	�
� ��� 
� ��� 
 ����
� 
 N × P �A P �� �� �����	
�� �� ���� 
���!�������	 
 ��	��������	�
���

"� ���������
��

K	 �����	�����	 �������� 
 �� ��������� 
 ����������	 � ��� �������� ��	�� �� 
 �����	�
����	�� 	�������� � ��	 �	��������	 	 -����� ��� �����	 
����� ��������	� 
� ���	��
�������	�� 
 ��� ��� 	 4��� N � ����� �	������ ������ � ������ � #$E) ���� � ������ �	

��������	 ���� �������

+
	�#�
����� �
� ��	
� �� ���� �!������� � �� ����������	 ������ ��	� �� ��������	
������ �	 ����� $τ%� �	 	 
����� ��� ��������	� 
 ����� �� �	��������	� 	�������� �
�� ���		�����	� 
� ������ 
 ��� τ � -	 �����
 � ���!�1� 	 �������	� ����� 
���������	

 ��� ���� �	 ��	����	 ���	� ����	� 
 �����1��� �� � ��	�������� 
 ����� 7�	���

�	� �	  ������	 $τ%� �	 �����	� � �	 ��� �!������ ��� ������� ���� �	 ���� � ��
��	����	 �������	
�	� 
�	� � ��
 	 ��� ������!� �� ���� 
 �� ������	� ������ ����	�
��� ��������	�����	 
 ���	�����  �����	� � ���� ��� �������	 ����	� �����	��� 
 ������
�	���	��� �� ���	����� 
 ��
��� � 
 	 ��
��� �� �� ������	�����	��

,#�
���� �� 	�����
 
� ��� ��	�����"�
 D��� �������	� ���� �� ������ 
� �J� � ����
���� ����������� ����������� ������� ��� F����	 #&8)� �� �	��������	� ��� � ������ ���	� ���
������!�� 	 ���� ��	���	� 	 	�������	� ����� ����� ������� 
�	� �	 !��� ������� ���� 
 ��
���	��������	 	 ������ 
 �� ����� 
������������ ��� ������ ���� 
�����
� �� �	��������	�
	�������� � ����������� 
 ������ 
 �J�� ��	�� ����� �������� 
 ���	����	�������	 
� ��	����	��

 ��� 
��� �	��	���� ���� � !��� 	�������� ����� �����	� ��� ��� ������ 	����	� �����
����	 ��� ����� � ����� ������ ��� 
 �� ����� ��� ��� ���	������ �	����	����	� 	
�����2�	� ������������	� �� �����	� ��� �� ������ ��� �	 �����	� ��� � !��� 	������� ����

� �������� 
 ����������	�

����������� 
 �������� 
��	 ������ ����	�� � �� �����	 8� �������� �� !���� 
� ����� ������

��	 ����� 
�	� � ��� ��
� �� ����������� 
���� ����� !��� ������� �	���
��� �	 	�����
��	��������	 �
� (p) = e � e′ �A p �� �	 �����!� ���@��� e′ � ��	� � 
���  ����� � e �� �����
�����	�� ��� � !���� ����� �J� �� �����	�� ��� �	 ��	��������	 �� �	���
����	� �	 �����!�
���� �����	 
 �� ����	�� 0� ��	��������	� �� ��!������ �����	�	� 
� �J� �	��	� � �	
�J��

#� $�����% 	���%�

�� �������	� �������� ������� ���	�	�	� � � ���!�1� � �����	� � ��������� 	�	 ����	�
�	 ������ ���� ����� ��	 ��� ���� �	 ���� �� ���� �	 ����� 7� 
�!�� 
� �		�� $='E� :�����
� ���C�� �	� ������� �	 �����
 
 ���	�������	 
 ������ ����������	� �� ���� �!������� 
�	�
� ��	��� ��K #$') 5 �� ������ ��	� ���������� ��� ��� ��� � 
� ��	����	� 
�	��
�� � 


���
�� ��������� ����	�� ��� �� ���� �!������� ��	� �������� � �� ���� 
� ����	���� ��	���� 

 ������������	� ���� � ;��	� #$%) �	� ���
�� ���	���
�����	 
 ������ � ���� 
�	������ 	 ;��
��	
�	� ��	�� �	 ����������	 �	����� 
 ���
��� 
�	� � ��	��� 7�!� #8)� �� ������ � ����

�	������ "�� ���� ������	� !�����/�	* ��	� 
� ����� �������� 
��	 ����� v � 
��	 ���
τ ���� �� v : τ � �� �������	 
 
�	������ 	������ �� �����!������	 
� ����������� ��� �	���� �

$98



:	��� ;��	� < �������� 

��� ������� τ 
 �� ����� v ��	 
 ���� � 
�	����� (v, τ)� 6��� ����� 
� 
�	����� (v, τ) �
�� ����� ���� v : τ "� H
���	������I*� �� �� 	������� 
������ ������ � �	 ����	��� ����������

 ������ ��� ������ 
� ���� 
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