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Coq 8.3 : avis aux 
ourageux ...Meme s'il n'y a pas en
ore d'annon
e o�
ielle ...

Le pro
essus menant à Coq 8.3 est en route !(une bran
he svn existe :-)

Durant 
ette phase de debug, tout retour d'experien
e est le bienvenu
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lidienne3. Di�
ultésII. Un peu de théorie ...1. Dé�nition formelle2. Preuves de 
orre
tion3. Typage des termes extraits4. ModulesIII. Études de 
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I

Introdu
tion à l'extra
tion en Coq



La 
erti�
ation de programmes I.1

Spé
i�
ation Programme

Preuve



La 
erti�
ation de programmes par extra
tion �historique� I.1

Spe
i�
ation Programme

Preuve

étapemanuelle extra
tionautomatique


onstru
tive

fon
tionnel :O
aml,Haskell,...



La 
erti�
ation de programmes par extra
tion �pragmatique� I.1

Spe
 = Type+Props Programme Coq
Programme ML

Preuves
Lemmesséparés extra
tionautomatique

lien ?



La 
erti�
ation de programmes à la Program/Fun
tion I.1

Spé
i�
ation Programme pseudo-ML

Objet Coq

Program/Fun
tion+ Obl. de preuves Programme ML
extra
tionautomatique

= ?



Systèmes possédant des mé
anismes d'extra
tion I.1

• PX (Hayashi, 1988)
• Nuprl (Constable & alii, 1985)

• Minlog (S
hwi
htenberg & alii, 1990)

• Isabelle (Berghofer, 2000)
• Phox (Ra�alli, 2001 ?)
• Coq (Paulin & Werner, 1989)
• Coq (Letouzey, 2000-2004)
• Coq, extra
tion 
lassique (Miquel, 2009)
• ...



Exemple : la division eu
lidienne I.2

• Spé
i�
ation :
⇒ Via son type div : nat → nat → nat

⇒ Via une assertion : si div a b = q, alors :q*b ≤ a <(q+1)*b



Exemple : la division eu
lidienne I.2

• Spé
i�
ation :
⇒ Via son type dépendant

∀a:nat, ∀b:nat, b6=0→∃ q:nat, q*b≤ a<(q+1)*b

⇒ Véritable notation Coq :
∀a:nat, ∀b:nat, b6=0→ { q:nat | q*b≤ a<(q+1)*b }



Exemple : la division eu
lidienne I.2

• Preuve :
∀a:nat, ∀b:nat, b 6=0→ { q:nat | q*b≤ a<(q+1)*b }Un s
ript Coq de 10 lignes ...... qui engendre un objet interne de 400 lignes



Exemple : la division eu
lidienne I.2

• Programme :let re
 div a b =mat
h le lt de
 b a with| true → S (div (minus a b) b)| false → OOn retrouve le type nat → nat → nat



Enjeux I.3

1. Fournir du 
ode �able :

• Obtenir de bonne propriétés de 
orre
tion2. Fournir du 
ode rapide et 
on
is :

• Identi�er les parties utiles (
al
ulatoires)

• Supprimer les parties super�ues (logiques)3. Fournir du 
ode fa
ilement (ré-)utilisable :

• A

eptation par les 
ompilateurs usuels ⇒ typage

• Intégration dans des développements plus larges

⇒ interfa
e



Prin
ipales sour
es d'inspiration I.3

• Paulin / Werner (1989) :� D'abord de CC vers Fω, étendu ensuite aux indu
tifs� Distin
tion Prop/Set� Te
hniques à base de réalisabilité

• Berardi / Boerio / Prost (1996) :� Analyse de 
ode-mort� Le 
ode inutile est rempla
é par une 
onstante dédiée� Te
hniques de simulation
• Pottier (2000) : En
apsulation du λ-
al
ul pur dans O
aml



La distin
tion Prop/Set I.3

∀a:nat, ∀b:nat, b 6=0→ { q:nat | q*b≤ a<(q+1)*b }La séparation 
al
ulatoire/logique est assurée par le typage :

• nat est un type 
al
ulatoire, 
ar nat : SetIndu
tive nat : Set := O : nat | S : nat→ nat

• b=0 est une proposition logique, 
ar b=0 : Prop

• la séparation se propage aux 
as non-primitifs.b 6=0 est en fait b=0→ False, de type Prop
• 
ertaines 
onstru
tion 
ombinent 
al
ulatoire/logique :{ q :nat | q*b≤ a<(q+1)*b } de type Set
• Pour tout t bien typé, t : T : s ave
 s=Set, Prop, ou Type



Di�
ultés I.3

1. Support de l'ensemble de la logique de Coq ?

• Mélange de sortes en passant par Type

• Elimination forte : des types dependants de valeurs

• Prop dans les 
al
uls : false re
, eq re
, A

 re
2. Typabilité en ML ?3. Exé
ution 
orre
te ?
• Eviter les �runtime error�
• Eviter de bou
ler



L'univers Type I.3

Type

Set Prop

nat TrueUn terme Coq hybride :if b then O else True: if b then nat else Prop: Type



Exemples de 
ode extrait non typable I.3

Definition dp : (∀X:Set, X→X) → nat*bool :=fun f ⇒ (f nat O, f bool true).Extra
tion naturelle : let dp = fun f → (f O, f true)Mais 
e
i n'est pas typable en MLAutre exemple :Indu
tive any : Set := Any : ∀A:Set, A → any.Une tradu
tion in�dèle : type 'a any = Any of 'a



An
ienne extra
tion et problèmes d'exé
ution I.3

• Reprenons div : ∀a:nat, ∀b:nat, b 6=0→ { q:nat |...}En Coq, on peut former (div 0 0) : 0 6=0→ { q:nat |...}L'extra
tion naïve est (div 0 0), qui bou
le.

• Plus généralement, l'extra
tion naïve peut obliger à réduire des portionsabsurdes, ina

essibles en Coq :
⇒ levée d'ex
eptions, et même erreurs 
omme (0 0).L'an
ienne théorie de C. Paulin mais ne 
ouvrait pas 
es 
as,mais l'an
ienne implantations si (oups).



II
Un peu de théorie...



Choix de 
on
eption II.1

• Compatibilité autant que possible : Prop/Set

• Une première passe pouvant laisser des tra
es logiques : 2
• Des optimisations ultérieures qui en retirent beau
oup

• Un véri�
ateur de types ML embarqué dans l'extra
tion



Organisation II.1

Coq / C
i
MiniML / C
i2

O
aml Haskell S
heme
optimisations,typage

E

syntaxe



La fon
tion d'extra
tion théorique E II.1Deux 
as d'élagage :
• Si t admet Prop 
omme sorte, alors E(t) = 2

• Si t est un s
héma de types, alors E(t) = 2Sinon, on dis
rimine selon la stru
ture de t :

• E(fun x : T ⇒ t) = fun x ⇒ E(t)

• E(u v) = (E(u) E(v))

• ...



Modi�
ations de la redu
tionUn redex au niveau Coq reste-t'il un redex au niveau extrait ?

(fun x : T ⇒ t) u devient normalement soit (fun x ⇒ E(t)) E(u) soit 2Mais apres quelques redu
tions, un 2 peut se retrouver appliquéa.Au niveau théorique, une rédu
tion (2 x) → 2. Au niveau pratique, uneimplantation ré
ursive de 2.Pour les indu
tifs, des mat
h 2 with... peuvent exister. Deux 
as seulement :

• zero bran
he (analyse à la False re
) : pas de rédu
tion, tradu
tion�nale en ex
eption
• une bran
he (analyse à la Eq re
) : on réduit dire
tement vers 
ettebran
he.Les points-�xes à arguments logiques (A

 re
) sont aussi à traiter à parta
f. test extra
tion.v ligne 427



Preuves de 
orre
tion (1) II.2

⇒ Preuve opérationnelle de bonne rédu
tion

t
⋆

βCoq

- u t
⋆

βCoq

- u

t′

End

?
⋆

βX

- u′

End

?

t′

End

?
⋆

βX

- u′

End

?

Condition : t 
losDeux 
as pour la rédu
tion X :
• rédu
tion faible + stratégie paresseuse/CBN/Haskell
• rédu
tion faible + stratégie stri
te/CBV/O
aml



En réalisabilité, usuellement ...

τ(A) = unit A sans 
ontenu

τ(A ⇒ B) = τ(A) ⇒ τ(B)

τ(∀y :σ.B) = σ ⇒ τ(B)

τ(∃y :σ.B) = σ × τ(B)

x r A = A A sans 
ontenu

f r A ⇒ B = ∀x :τ(A). x r A ⇒ f(x) r B
f r ∀x :σ.B = ∀x :σ. f(x) r B
x r ∃y :σ.B = snd(x) r B[y := fst(x)]



Preuves de 
orre
tion (2) II.2

⇒ Preuve sémantique des propriétés logiques du 
ode extraitPar réalisabilité : si t:T, on prouve E(t) r TEn fait i
i : si t:T, on prouve t ∼T E(t)Par exemple pour T=nat, on dé�nit ∼nat à partir deO ∼nat OE et n ∼nat n' → (S n) ∼nat (SE n')Et la propriété que l'on obtient pour div ∼ div' est :

∀a a', a∼nat a' →

∀b b', b∼nat b' →

∀h:b6=O, ∀h',

∃q q', (div a b h) = (q, ) ∧ (div' a' b' h') = (q', )
∧ q ∼nat q' ∧ q*b≤a<(q+1)*b



La réalisabilité en détail II.2

• Les termes extraits vivent dans Λ 6= C
i (ex : Indu
tive Λ)

• On ne parle pas i
i de terminaison, p ∈ Λ est vu modulo β

• Le système C
i exa
t est ingérable : besoin de marquer l'usage de la
umulativité (si T : Prop alors T † : Type)

• Usage de pairs dépendantes : ∼T= JT K2Re
ord Set+ : Type := mk Set{ type Set :> Set;pred Set : type Set → Λ → Prop }.Re
ord Prop+ : Type := mk Prop{ type Prop :> Prop;pred Prop : type Prop → Λ → Prop := fun ⇒ True



La réalisabilité en détail II.2

• JsK = mk Type s+ λ , λ , True

• Jt†K = Prop+ Type+ JtK

• JxK = x

• Jt t′K = JtK Jt′K

• Jλx : T, tK = λx : JT K1, JtK

• J∀x : T, T ′K =mk s

∀x : JT K1, JT ′K1
λt, λp, ∀x : JT K1, ∀x′ : Λ, JT K2 x x′ → JT ′K2 (t x) (p x′)

• ...



Certi�
ation de l'extra
tion II.2Travaux de thèse de Stéphane Glondu, a la fois par bisimulation et parréalisibilité.



Typage des termes extraits II.3

• Des programmes extraits parfois mal typés, mais 
orre
ts

• Obj.magi
 : 
ontournement lo
al du typage, non-sûr(Obj.magi
 t) : 'a(Obj.magi
 t) →β t
• But : en utiliser le moins possible
• But : des types pro
hes de 
eux de Coq, et prédi
tibles

⇒ Pour tout type T de Coq, une approximation O
aml Ê(T), utilisantéventuellement un type in
onnu T
⇒ Pour t:T, un véri�
ateur de types impose E(t) : Ê(T) en plaçant desObj.magi
 dans E(t).



Typage des termes extraits II.3Algorithme de typage M (Caml Light / Lee & Yi 1998) :

• Variante de W, mais top-down et non bottom-up.

• Intérêt pour l'extra
tion : véri�e plut�t qu'infère un type.

• On 
ommen
e don
 ave
 le type espéré Ê(T ).

• Seule modi�
ation : une uni�
ation qui ne rate jamais !É
he
 ⇒ insertion d'un Obj.magi
.



Typage : les résultats obtenus II.3

• Des termes extraits qui typent toujours, même ave
 l'extra
tion desmodules.
• Mieux, on 
onnaît leur type à l'avan
e : produ
tion de �
hiers interfa
e.mli.
• Un 
ritère de simpli
ité : pas d'Obj.magi
 s'ils sont super�us pour quele terme extrait ait le type attendu.
• Mais parfois plus d'Obj.magi
 qu'il semble né
essaire.



Modularité II.4Coq propose un système de modules/fon
teurs/signaturesSimilaire au système d'O
aml, ave
 en plus les aspe
ts Coq : typesdépendants, parties logiques, ...
⇒ L'extra
tion traduit de l'un vers l'autreAppli
ation : la 
erti�
ation de bibliothèquesUn exemple signi�
atif : FSets



III
Études de 
as



FSets : une bibliothèque d'ensembles �nis III.1À l'origine, la bibliothèque Set de O
aml :module type OrderedType = sigtype tval 
ompare : t → t → intendmodule Make (X:OrderedType) : sigtype tval empty : tval add : X.t → t → tval union : t → t → t...end



Méthode de 
erti�
ation III.1

• Extra
tion usuelle :
Coq O
amlextra
tionautomatique

• I
i, on s'appuie sur du 
ode O
aml existant :

Coq O
aml

importation manuelle+ spé
i�
ation
extra
tionautomatique



L'interfa
e Coq des types ordonnées III.1Module Type OrderedType.Parameter t : Set.Parameter eq lt : t → t → Prop.Parameter 
ompare : ∀x y, {lt x y}+{eq x y}+{lt y x}.Axiom eq refl : ∀x, eq x x.Axiom eq sym : ∀x y, eq x y → eq y x.Axiom eq trans : ∀x y z, eq x y → eq y z → eq x z.Axiom lt trans : ∀x y z, lt x y → lt y z → lt x z.Axiom lt not eq : ∀x y, lt x y → ¬ eq x y.End OrderedType.



L'interfa
e Coq des ensembles �nis III.1Module Type S.De
lare Module E : OrderedType.Definition elt := E.t.Parameter t : Set....(* add x s returns a set 
ontaining all elements of s,plus x. If x was already in s, s is returned un
hanged.*)Parameter add : elt → t → t.Parameter add spe
 : ∀x y:elt, ∀s:t,In y (add x s) ↔ E.eq y x ∨ In y s ....



Résultats 
on
ernant FSets III.1

• Trois implantations 
erti�ées :listes triées, arbres rouges-noirs, arbres AVL

• 7000 lignes de développement Coq

• Une erreur d'équilibrage trouvée dans le 
ode d'origine !

• 700 lignes du 
ode extrait, très similaire à l'original, presque aussie�
a
e (sauf l'arithmétique sur les hauteurs)

• Validation grandeur nature du 
oupe modules+extra
tion



Comp
ert : un 
ompilateur C 
erti�éTravail impressionnant de Xavier Leroy et alii.Autour de 10000 lignes de 
ode extrait.



FingerTreeBibliothèque d'arbres par Matthieu Sozeau.Usage intense de types dépendents.



FTA : le théorème fondamental de l'algèbre III.2�Tout polyn�me sur C non 
onstant a au moins une ra
ine�Un développement impressionnant (40 000 lignes) à NimèguePreuve 
onstru
tive ⇒ méthode de re
her
he d'une ra
ineMais l'extra
tion n'a pas été envisagée initialement

⇒ Beau
oup d'e�orts pour obtenir un programme



FTA : les di�
ultés III.2Taille imposante ⇒ besoin d'une partition �ne Prop/Set.

• À l'origine, tout dans Prop : 0 Ko extrait

• Puis tout dans Set : 15 Mo extrait

• Étude détaillée : 250 Ko extraitDe nombreux Obj.magi
 (presque 400)Problèmes d'e�
a
ité des représentations (unaires/binaires) et desalgorithmes.Dilemme au niveau de la modularité : interfa
e ri
he ou non ?



FTA : l'état 
ourant III.2

• Un programme extrait de taille �raisonnable�, qui 
ompile

• La re
her
he de ra
ines : inutilisable

• Des résultats intermédiaires en
ourageants : séries

• En
ore beau
oup à explorer (ex : réduire des fra
tions)



Quelques perspe
tives

• Extra
tion modulaire plus maligne

• Extra
tion pseudo-modulaire en Haskell

• Eval extra
tion in ...
• Programmation défensive
• Code extrait �sur-mesure� :� Extra
t Indu
tive vers des types non-indu
tifs� impli
ites / variables n.
.� tradu
tion monadique vers exn / 
ode impératif� �xpoints sans 
ompteurs� ...


