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Contexte

Algorithme distribué probabiliste

Algorithme distribué probabiliste

@ Réseau anonyme

@ Pas de connaissance globale

@ Communication par passage de messages
°

Synchronisation par ronde

Formelle d’un Al hme pour le Rendez-vous



Contexte

Algorithme distribué probabiliste

Une ronde pour un processe
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3. Calcul

1. Envoi de messages 2. Réception de messages
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Context

Définition du probléme du rendez-vous

Définition

Un rendez-vous permet de réaliser des communications exclusives entre des paires de
sommets voisins.

@ Brique de base pour la mise en ceuvre de systémes de réécriture impliquant des régles
sur les arétes ([MS97])

@ Reéalisation (aprés un nombre d’itérations suffisant) d’un couplage maximal du graphe
représentant le réseau

our le Rendez-vous



Contexte

Un algorithme pour le léme du rendez-vous

Algorithme

Chaque sommet v :
@ choisit uniformément au hasard 'un de ses voisins, le iéme ;

@ envoie 0 & tous ses voisins sauf au iéme a qui il envoie 1;

Exemple

c(v2) = vg
c(v3) = vsa
c(vq) = v3

our le Rendez-vous
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Intérét

Pas d’algorithme distribué déterministe pour le probléme du rendez-vous. J
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Context

Intérét

Pas d’algorithme distribué déterministe pour le probléme du rendez-vous. J

Plus généralement

Sous certaines hypothéses, il n’existe pas de solution déterministe de certains problémes
classiques de P’algorithmique distribuée.
Les solutions probabilistes sont alors nécessaires & la résolution de ces problémes.

Certaines solutions probabilistes sont plus efficaces que les déterministes.
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Contexte

Intérét

Pas d’algorithme distribué déterministe pour le probléme du rendez-vous. J

Plus généralement

Sous certaines hypothéses, il n’existe pas de solution déterministe de certains problémes
classiques de P’algorithmique distribuée.
Les solutions probabilistes sont alors nécessaires & la résolution de ces problémes.

Certaines solutions probabilistes sont plus efficaces que les déterministes.

Deux champs de recherche :

@ Analyser des algorithmes distribués probabilistes

e Etude de la complexité (en temps, en espace, en nombre de messages, etc)
o Propriétés

@ Prouver la correction

se Formelle d’un Al hme pour le Rendez-vous



Contexte

Travaux reliés

Algorithmes distribués

@ Modéle : Calculs locaux [MS97]
@ Bibliothéque Coq : Loco [CF10]

Algorithmes probabilistes

@ Approche impérative : générateur de nombre aléatoire [Hur02]

@ Approche fonctionnelle : distribution de probabilité [APMO09]

Algorithmes distribués probabilistes

@ Analyse de certains algorithmes distribués probabilistes
([Tel94],[Lav9s],[MRI5],[Zem09])

Allyx Fontaine Akka Zemmari Analyse Formelle d’un Algorithme pour le Rendez-vous



e Résultat principal

d’un ithme pour le Rend



Résultat principal

L’algorithme papier du rendez

Algorithme papier

Chaque sommet v :

@ choisit uniformément au hasard I'un de ses voisins, le iéme ;

@ envoie 0 & tous ses voisins sauf au ¢éme & qui il envoie 1;
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Résultat principal

L’algorithme papier du rendez-vous

Algorithme papier

Chaque sommet v :

@ choisit uniformément au hasard I'un de ses voisins, le iéme ;

@ envoie 0 & tous ses voisins sauf au ¢éme & qui il envoie 1;

Définitions

| \

@ #S(e) : événement “il y a un rendez-vous sur l’aréte e”.

@ 7(e) : fonction caractéristique de HS(e)

Résultat principal

PeecE, H(e))>1—e /20,39

En moyenne, pour avoir un rendez-vous, il faut 3 rondes.
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Résultat principal

Modéle abstrait

Définition : Zone d’influence d’un sommet v

La zone d’influence d’un sommet v est ’ensemble des ports dont il peut modifier les
étiquettes.

Formelle d’un Al hme pour le Rendez-vous
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Modélisation en Coq

L’algorithme en Rml | | du rendez-vous

(¥ Fhs_local : V — State — State *) o 1
let Fhs_local v o = S
let k = random (d v)-1 in o

write_ports v k o

our le Rendez-vous
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L’algorithme en Rml | | du rendez-vous

(¥ Fhs_local : V — State — State *) o 1
let Fhs_local v o = 5
let k = random (d v)-1 in o

write_ports v k o

(¥ Fround : list V — State — State #)
let rec Fround sV o =
if (null sV) then o
else let r = Fround (tail sV) o in
Fhs_local (head sV) r
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lgorithme
(¥ Fhs_local : V — State — State *) o 1
let Fhs_local v o = 5
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(¥ Fround : list V — State — State #)
let rec Fround sV o =
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(x Fhs : graph —State — State *)
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Fround (enum V) o
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Modélisation en Coq

Validité

@ Lemme (labelling.update_ Pcomm,)
Si v # w alors
(write_ports v k (write_ports w j o)) = (write_ports w j (write_ports v k o))

@ Lemme (FGlobalCommute3)

Soit lv une liste de sommets de G. Soit lv’ une permutation de lv, nous avons :
Fround lv 0 = Fround v’ o

Allyx Fontaine Akka Zemmari Analyse Formelle d’un Algorithme pour le Rendez-vous



Modélisation en Coq

Validité

Aspect probabiliste [

@ Définition (Probabilité)
Soit @) une propriété.
[e]1q : probabilité pour le résultat de I’expression e de satisfaire Q.

@ Exemple :

[random n] = fun (f:nat — [0,1]) :>Z?:014+n(f %)

Allyx Fontaine Akka Zemmari e Formelle d’un Algorithme pour le Rendez-vous
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Validité

Aspect probabiliste [

@ Définition (Probabilité)
Soit @) une propriété.
[e]1q : probabilité pour le résultat de I’expression e de satisfaire Q.

@ Exemple :
[random n] = fun (f:nat — [0,1]) :>Z?:014+n(f %)

4

[random 5] f = Z?:Qé(f 1)

0—0 [random 5] 1 —2v.—4
1—0 5 1
B 1 =20 g@Li=2vi=a )
1oy —
==t 13, =lso4ls04+lx142x0+L514140
=5 6 6 6 6 6
41 2
50 =3
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Preuves

Un premier résultat

Théoréme

V G o {v,w}, [Fround sV ollp(, )= 1/d(v).
ou P(v,w) est la propriété “v choisit w”
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Un premier résultat

Théoréme

V G o {v,w}, [Fround sV ollp(, )= 1/d(v).
ou P(v,w) est la propriété “v choisit w”

Lemme handshake.Fhs_total

VY o0 s, [Fround s oll= 1

Idée de la preuve

Etape de récurrence sur s.

@ Hypothése : propriété vraie pour s’

@ On veut montrer que c’est vrai pour (v::s’) :

VY o s’ v, [Fround v::s’ oll =1

V o s’ v, [let x = (Fhs_local v o) in (Fround s’ x)I1 = 1
VY o s’ v, [Fhs_local v o] (fun x = [Fround s’ x]1) = 1
VY o v, [Fhs_local v o]l =1
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Preuves

Un premier résultat

Théoréme

V G o {v,w}, [Fround sV ollp(, )= 1/d(v).
ot P(v,w) est la propriété “v choisit w”

Idée de la preuve
V G o {v,w}, [Fround (v: (sV\v)) 0llp(y w)= 1/d(v)
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Preuve du résultat principa
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Preuve du résultat principal
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Preuves

Preuve du résultat principal

Théoréme

P3ecE, H(e)>1— e 2

Lemme my_alea. Mcond_prodConjBound

Vi€ l.m, Ve € B, P(H(e) < P(H(e)| [T/iy1 Hiey))

Idée de la preuve

Q@ Vi €1..m, [P(H;'n=i+1 H(ej)) # 0
o
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Preuves

niques de preuve : Probabilité non nulle

Lemme my_alea.proba_not_null

Soit A un algorithme probabiliste et E un événement.

S’il existe un témoin ¢ t.q.
[All—¢ >0 et (Et)>0

ezécution possible événement vérifié

alors [A]l(g ) >0

A réalise E

hme pour le Rendez
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Preuve du résultat principal

Théoréme

=

P(Aec E, H(e)) >1—e

Lemme handshake.hs1

vi, P( [] H(e) #0

j=it1

Idée de la preuve

Témoin : Arbre dont la racine est une extrémité de eg

e (il er

€3 4 €5
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Preuve du résultat principal

Théoréme

PAecE, H(e)>1—e2

Lemme my-alea. Mcond-prodConjBound

Vi€ l.m,Ve€ B, P(H(e) < P(H(e)| [TTiy Hiey)

Idée de la preuve

@ Vi €1.m, P(IT7L,,, H(e;)) #0
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Preuve du résultat principal

Théoréme
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Lemme my-alea. Mcond-prodConjBound
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Idée de la preuve
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Preuves

Preuve du résultat principal

Théoréme

PAecE, H(e)>1—e2

Lemme my-alea. Mcond-prodConjBound

Vi€ l.m,Ve€ E, P(H(e)) < P(H(e)|[T)iq Hes))

Idée de la preuve

@ Vi €1.m, [P(l_[;.":i_*_1 H(e;)) #0

@ Partition des arétes :
S = {{@sttino oo @l
A : arétes adjacentes a e e
B : celles qui ne le sont pas .

1 < P(B)\P(A * B)
P(H(e) * B)
P(A * B)
P(H(e) * A * B)
P(A * B)

P(#(e)) <

P(H(e)) <
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Conclusion

prelude

(* Fround : list V — State — State *)
let rec Fround sV o =
if (null sV) then o
else let r = Fround (tail sV) o in
Fhs_local (head sV) r

handshake
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prelude

list V — State — State *)

(* Fround :
let rec Fround sV o

if (null sV) then o
else let r = Fround (tail sV) o in

Fhs_local (head sV) r

Expérience
@ Au départ : Preuve mathématique

@ Modélisation

@ Alea : Manipulation de l’intervalle [0, 1]

@ Pas de dépassement de capacité
@ Peu de simplification automatique
@ Ajout de nouveaux lemmes
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Conclusion

prelude

(* Fround : list V¥ — State — State *)
let.: rec Fround sV o =
if (null sV) then o

else let r = Fround (tail sV) o in
Fhs_local (head sV) r

Perspectives

Expérience
@ Au départ : Preuve mathématique

@ Tactiques

@ Couplage maximal
o Itération de l'algorithme

@ Alea : Manipulation de l’intervalle [0, 1]
pour le rendez-vous
@ Exécution infinie possible

@ Modélisation

@ Pas de dépassement de capacité
@ Peu de simplification automatique
@ Ajout de nouveaux lemmes @ Impossibilité probabiliste

-ndez-vous

e Formelle d’un Algorithme pour le
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