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Caractéristiques d’un robot humanoide

Taille Poids Prix
HRP-2 1,54m 58 kg 400 000€

Figure: HRP-2, développé par le CNRS-AIST JRL
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Comment garantir la sécurité des robots humanoides ?

Plusieurs aspects, e.g.:
@ calibration des capteurs

@ correction des programmes
informatiques

@ preuve de correction des
techniques mathématiques
(cette présentation)
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Probleme de I’équilibre d’un robot humanoide

Inclinaison (“roll” et “pitch”) du
champ de gravité du monde
par rapport a

I’axe vertical du robot
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Probleme de I’équilibre d’un robot humanoide

Inclinaison (“roll” et “pitch”) du
champ de gravité du monde
par rapport a

I’axe vertical du robot

Son estimation précise permet de :
@ détecter une perte d’équilibre

@ corriger dynamiquement la
trajectoire
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Instruments pour estimer le tilt

Pas de capteur dédié pour le tilt
= on utilise une combinaison d’instruments :
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Instruments pour estimer le tilt

Pas de capteur dédié pour le tilt
= on utilise une combinaison d’instruments :

© IMU (“centrale inertielle” en francais)
e aussi dans les montres connectées, les drones, la Wiimote, etc.
composée de :

o Accélérometre
o Gyroscope (vitesse de rotation)
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For: de le I’
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Introduction
[e]e]e]e] Tele]

Instruments pour estimer le tilt

Pas de capteur dédié pour le tilt
= on utilise une combinaison d’instruments :

© IMU (“centrale inertielle” en francais)
e aussi dans les montres connectées, les drones, la Wiimote, etc.
composée de :

o Accélérometre
o Gyroscope (vitesse de rotation)

@ Capteur de vitesse

o En pratique, 'IMU seule ne suffit pas pour un robot en
mouvement
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Approche en robotique [Benallegue et al., 2023]

Pour 'estimation a 1’aide de capteurs :
@ Obtenir une équation a propos du tilt et de son estimation

© Modéliser une équation différentielle

f'(t) = o(t, (1))
qui capture la dynamique des erreurs d’estimation
© Montrer que l'erreur d’estimation converge vers 0

o Ce qui montre que ’estimation est correcte

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Cette présentation

On entreprend de formaliser [Benallegue et al., 2023]

Pourquoi ?
@ Motivation pour un roboticien:
création de standards modernes pour la robotique
@ Motivation pour ROCQ: enrichir les bibliotheques
o ROBOTROCQ: géométrie 3D pour bras robotisés

[Affeldt and Cohen, 2017]
o MATHCOMP-ANALYSIS: analyse mathématique
[Affeldt et al., 2018, Affeldt et al., 2020, Affeldt and Stone, 2024]

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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L’estimation et sa forma.
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Modélisation mathématique du probleme physique (1/2)

@ Reperes monde et local : W = (eg, ey, €,) L=(i,j,k)

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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L’estimation et sa formalisation

Modélisation mathématique du probleme physique (1/2)

@ Reperes monde et local : W = (eg, ey, €,) L=(i,j,k)
@ Matrice de passage de L a W: Ry = fx fy Jz
ky ky k.

@ Que mesure 'accélérometre de 'IMU 7 — une valeur y,

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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@ Reperes monde et local : W = (eg, ey, €,) L

@ Matrice de passage de L a W: Ry yw = | jz Jy J=
ke ky k.
@ Que mesure 'accélérometre de 'IMU 7 — une valeur y,
Que représente y, 7

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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@ Reperes monde et local : W = (eg, ey, €,) L

@ Matrice de passage de L a W: Ry w = | ja fy Jz
ke ky k.
@ Que mesure 'accélérometre de 'IMU 7 — une valeur y,
Que représente y, 7 — accélération linéaire + gravitationnelle
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L’estimation et sa formalisation

Modélisation mathématique du probleme physique (1/2)

@ Reperes monde et local : W = (eg, ey, €,) L=(i,j,k)
@ Matrice de passage de L a W: Ry = fx fy Jz
ky ky k.

@ Que mesure 'accélérometre de 'IMU 7 — une valeur y,
Que représente y, 7 — accélération linéaire + gravitationnelle
Supposons donnée la position p:
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Modélisation mathématique du probleme physique (1/2)

=

@ Reperes monde et local : W = (eg, ey, €,) L=(ijk)
@ Matrice de passage de L a W: Ry w = | ja fy fz
ke ky k.
@ Que mesure 'accélérometre de 'IMU 7 — une valeur y,
Que représente y, 7 — accélération linéaire + gravitationnelle
Supposons donnée la position p:

Ya = (B + goez) RY
En Rocq:

Lemma y_aE t
y_avt= (D1 ('D.1p) t+g0x*: 'e2) *mR t.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Modélisation mathématique du probleme physique (2/2)

Que mesure le gyroscope de 'IMU 7 — une valeur w
Or, pour une matrice de rotation R(t), on a:

dR(t
O _ ()i
avec
0 Wy  —Wwy
Sw=|-w. 0 w,
Wy Wy 0

11 /30
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Obtenir une équation diff. qui fait apparaitre le tilt

On considére un vecteur x:

. def
@ vitesse r1 = v

o tilt xo def e.RT

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Obtenir une équation diff. qui fait apparaitre le tilt

On considére un vecteur x:

. def
@ vitesse r1 = v

. def T
o tilt xo = e, R

Par calcul (en RocQ) :

71 = 115(W) + Yo — gozr2 (1)
.’JE:Q = [L‘QS((,U) (2)

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Obtenir une équation diff. qui fait apparaitre le tilt

On considére un vecteur z: Par expérience du roboticien :

Estimateur en deux temps du

@ vitesse x1 def v
- tilt
o tilt xo def e.RT

Par calcul (en RocQ) : 3 = £1S(w) + Yo — goih
A Sl A
21 = 218(W) + Yo — gora (1) T T =z
Ty = 225 (w) (2) By = 225w + 7855(82))

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Derniere étape : Dynamique des erreurs d’estimation

@ Erreurs d’estimation:
def ~/ T def ~ T
Zp1 = (12 — 35) R zo = (x2 —Z2) R

@ Finalement ’équation différentielle d’intérét:

Zpy = —Q12p,

9 = (22 — 2p,) S (62 — 22)

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation de la st
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Plan de la formalisation

@ Définir I'équation différentielle tilt_eqn

@ Caractériser 'espace d’états,
i.e., 'ensemble des points que peut atteindre une solution

@ Prouver la convergence des solutions vers deux points d’équilibre
(0,0) et (0,2e,)

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation de la stabilité
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Plan de la formalisation

@ Définir I'équation différentielle tilt_eqn

@ Caractériser 'espace d’états,
i.e., 'ensemble des points que peut atteindre une solution

@ Prouver la convergence des solutions vers deux points d’équilibre
(0,0) et (0,2e,)

On formalise (1), (2), et une partie de (3) : la non-divergence.
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Plan de la formalisation

@ Définir I'équation différentielle tilt_eqn

@ Caractériser 'espace d’états,
i.e., 'ensemble des points que peut atteindre une solution

@ Prouver la convergence des solutions vers deux points d’équilibre
(0,0) et (0,2e,)

On formalise (1), (2), et une partie de (3) : la non-divergence.

@ On a besoin de définir des outils mathématiques...

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation de la stabilité
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Formalisation des équations différentielles

Solution d’une équation différentielle

Une fonction f est solution d’une équation différentielle définie
par ¢ si :

@ 4 chaque instant ¢ la dérivée par rapport au temps D1 f &t % est
égale & G(f(1)), et

@ f(0) satisfait une certaine condition initiale

En Rocq :

Let T := 'rV[KI_n. (* le type des vecteurs de longueur n *)
Variable phi : (K -> T) -> K -> T. (* 1l'équa. diff. *)
Definition is_sol (Init : set T) (x : K -> T) :=
[/\ x 0 \in Init, (forall t, derivable x t 1) &
(forall t, 'D_1 x t = phi x t)].

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation de la stabilité
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Formalisation des équations différentielles

[Cohen and Rouhling, 2017]

@ Champ des solutions : prend une condition initiale
x0 : 'rV[K] _net untempst : K

Variable sol : 'rV[K]_n -> K -> 'rV[K]_n.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation de la stabilité
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Formalisation des équations différentielles

[Cohen and Rouhling, 2017]

@ Champ des solutions : prend une condition initiale
x0 : 'rV[K] _net untempst : K

Variable sol : 'rV[K]_n -> K -> 'rV[K]_n.

@ Condition initiale

Hypothesis s0l0 : forall x0 : 'rV[K]_n, sol x0 (0 : K) = x0.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation des équations différentielles

[Cohen and Rouhling, 2017]

@ Champ des solutions : prend une condition initiale
x0 : 'rV[K] _net untempst : K

Variable sol : 'rV[K]_n -> K -> 'rV[K]_n.

@ Condition initiale

Hypothesis s0l0 : forall x0 : 'rV[K]_n, sol x0 (0 : K) =

@ Existence et unicité

Hypothesis solP : forall f : K -> 'rV[K]_n, £ 0 \in Init —>

is_sol phi Init f <-> sol (f 0) = f£.

= on travaille sous ces hypotheses

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Stabilité d’un équilibre

Point d’équilibre

Un point d’équilibre est un point x tel que la fonction constante
qui retourne x est solution de I’équation différentielle phi avec
un ensemble de positions initiales Init

Definition is_equilibrium_point (x : 'rV[K]_n) :=
is_sol phi Init (cst x).

Stabilité au sens de Lyapunov d’un point

On peut toujours circonscrire une trajectoire a un voisinage de
x en choisissant un voisinage de départ approprié

Definition is_stable_at (x : 'rV[K]_n) (z : K -> 'rV[K]_n) :=
forall eps, eps > 0 -> exists2d, d>0& | z0-x | <d >
forall t, t >=0 -> "| zt - x | < eps.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Fonction (candidate) de Lyapunov

Comment prouver la stabilité ?
Il s’agit de trouver une fonction dite de Lyapunov.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Formalisation de la stabilité

[e]e]e]e]e] o)

Fonction (candidate) de Lyapunov

Comment prouver la stabilité ?
Il s’agit de trouver une fonction dite de Lyapunov.

Fonction candidate de Lyapunov

Fonction strictement positive en dehors du point d’équilibre et
égale a zéro au point d’équilibre.
Definition is_Lyapunov_candidate

{K : realType} (T : normedModType K) (V : T -> K)

(D : set T) (x : T) : Prop :=
x\in D /\ Vx =0 /\ forall z, z \in D > z !'=x >V z > 0.

Devient fonction de Lyapunov si

forall x, x \in Init -> forall t, t >= 0 -> 'D"(sol, x) Vt <=0
'D”(sol,x) V

: dérivée de V le long de sol

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Le théoreme de stabilité de Lyapunov

Théoreme de stabilité de Lyapunov
Hypothesis Vdiff
forall t : 'rV[K]_n.+1, differentiable V t.
Hypothesis V'_leO : forall x, x \in Init ->
forall t, t >= 0 -> 'D"(sol, x) V t <= 0.

Theorem Lyapunov_stability (x : 'rV[K]_n.+1 := 0)
is_Lyapunov_candidate V Init x —>
is_equilibrium_point phi Init x ->
is_stable_at x (sol x).

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Application du théoreme de Lyapunov au probleme

On prouve alors que pointi, i.e., ((0,0,0),(0,0,0)) est stable :

Lemma equilibrium_zero_stable :
open Init -> O \in Init -> Init ~<=" state_space_tilt ->
is_stable_at pointl (sol 0).

I1 faut donc :

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Application du théoreme de Lyapunov au probleme

On prouve alors que pointi, i.e., ((0,0,0),(0,0,0)) est stable :

Lemma equilibrium_zero_stable :
open Init -> O \in Init -> Init ~<=" state_space_tilt ->
is_stable_at pointl (sol 0).

I1 faut donc :

@ Prouver que pointl est is_equilibrium_point, via un calcul
symbolique

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Application du théoreme de Lyapunov au probleme

On prouve alors que pointi, i.e., ((0,0,0),(0,0,0)) est stable :

Lemma equilibrium_zero_stable :
open Init -> O \in Init -> Init ~<=" state_space_tilt ->
is_stable_at pointl (sol 0).

I1 faut donc :

@ Prouver que pointl est is_equilibrium_point, via un calcul
symbolique

@ Prouver is_Lyapunov_candidate...

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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La fonction de Lyapunov

@ Benallegue et al. proposent la fonction de Lyapunov suivante:
‘/'1 d:Cf ||Zp1H + ||22H

20(1

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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La fonction de Lyapunov

@ Benallegue et al. proposent la fonction de Lyapunov suivante:
‘/'1 d:Cf ||Zp1H + ||22H

20&1

@ Prouvons qu’elle est une fonction de Lyapunov en utilisant les
propriétés des formes quadratiques :

<= [anll NSl |_f, Y|l | <o
uq T

(5)

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt

on d’un robot



Application

ooe

La fonction de Lyapunov

@ Benallegue et al. proposent la fonction de Lyapunov suivante:
‘/'1 d:Cf ||Zp1H + ||22H

20&1

@ Prouvons qu’elle est une fonction de Lyapunov en utilisant les
propriétés des formes quadratiques :

<= [anll NSl |_f, Y|l | <o
w1 T

Lemma u2_quadratic_form_gt0 (v : 'rV_2)
v !=0->0< (v *mu2 *m v'T) 0 O.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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La fonction de Lyapunov

@ Benallegue et al. proposent la fonction de Lyapunov suivante:
‘/'1 d:Cf ||Zp1H + ||22H

20&1

@ Prouvons qu’elle est une fonction de Lyapunov en utilisant les
propriétés des formes quadratiques :

<= [anll NSl |_f, Y|l | <o
w1 T

Lemma u2_quadratic_form_gt0 (v : 'rV_2)
v !=0->0< (v *mu2 *m v'T) 0 O.

@ Qed.

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Depuis la soumission
Collaboration avec Holger Thies (Kyoto U.) et Yoshihiro Ishiguro (Nagoya U./AIST)

@ Nous avons formalisé le théoreme de Cauchy-Lipschitz:

Theorem cauchy_lipschitz_local : exists f delta,
delta > 0 /\
fa=u0/\
{in “Ja, a + deltal, forall x, derivable f x 1 /\ £7°() x = phi x (f x)} /\
{in “[a, a + deltal], forall t, closed_ball u0 r’%:num (f t)} /\
{within “[a, a + deltal, continuous f}.

o Conséquence du théoreme du point fixe de Banach et du
théoréme fondamental de Panalyse (présenté aux JFLA 2024!)
e Utilisation des quotients de MATHCOMP [Cohen, 2013]

@ Nous avons éliminé les axiomes de notre expérience

e en utilisant Cauchy-Lipschitz
@ en spécialisant un lemme technique a propos des matrices
définies positives (qu’il faudrait cependant généraliser. .. )

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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Contributions quantifiées
A titre indicatif

PR: https://github.com/affeldt-aist/coq-robot/pull/43

(aussi PRs mineures to MATHCOMP-ANALYSIS déja mergées: derivation de la racine carrée, etc.)

fichier contenu lL.o.c.

derive_matrix.v  dérivation de matrices 713

tilt_analysis.v extensions de MATHCOMP-ANALYSIS 192

tilt_robot.v extensions de RoBoTROCQ : 347
dérivée de la norme euclidienne, etc.

tilt.v formalisation de Benallegue et al.: 1918

théoréme de Lyapunov, théoréme
des valeurs extrémes pour les vecteurs, etc.

(Ajout récent: Formalisation de Cauchy-Lipschitz, 3143 l.o.c.)

Lynda Bentoucha, Reynald Affeldt
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